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Типограф!я Г. Лисснера и А. Гешеля. 
Крестовоздвиженскй пер., 9. Лисснери. 


Предислове къ первому изданию. 


Предлагаемый учебникъ назначается для гимназй и реальныхъ учи- 
лищь и будеть состоять изъ двухъ выпусковъ: основного, соотвтетвующего 
программ гимназй, и небольшого дополнительнаго къ нему, содержащаго 
тб статьи тригонометр!и, которыми программа реальныхь училищъ отли- 
чается отъ гимназической*). 

Обращаясь къ настоящему, первому выпуску, я долженъ прежде всего 
оговорить его объеме. Растянутость издашя объясняется: 1) затратой мЪета, 
на, достижен!е возможной наглядности въ текстВ, 2) большимъ числомъ чер- 
тежей и 3) большимъ числомъ примфровъ и сполна рёшенныхъ задачъ**) 
Около листа заняли „Прибавленя“ — отдёль, въ которомъ я помзетилъ 
вартанты нфкоторыхъ доказалельствъ **") и нЪсколько замБтокъ для учени- 
ковъ, интересующихея болфе глубокимъ разборомъ вопроса: въ учебник$, 
назначенномь для стариияо возраста, такой отдфль мн казался вполнЪ 
умфетнымь. [Параграфы, къ которымь имфются прибавлешя, отмфчены 
звфздочкой, напримфръ: 6*, 26* и т. д.] 

Затфмъ, я желаль бы обралить внимане на особую роль подстрочнаго 
мелкаго шрифта. го назначене — служить учебными комментаремъ къ глав- 
ному тексту: въ форм подетрочныхь примфчанй я помфетиль тВ поясненя 
и тв вообще подробности, которыя полезны, или даже необходимы, ученику 
ВЪ то время, когда, онъ разбираеть предметь въ первый разъ, но которыя 
были бы неумфстны въ главномь текст, потому что при повторительномъ 
чтеши могли бы напрасно задерживать внимане. Лля примфра назову 
стр. 11, 13, 24, 96, 97, 98, 39, 48, 52, 53, 60, 69, 74, 93 ит. д. 

Перехожу теперь къ краткому обзору отдЪльныхъ частей учебника: 
гонюметр!и, статьи о рёшенши треугольниковъ и стальи объ измвреняхъ 
на м$отности. 


*) Графическое рбшене тр-ковъ. Примфнене таблииь натуральныхь 
тригонометрическихь величинъ. Ршене простёйшихтъ тригонометрических 
уравнений. 

**) Въ отдвав о рёшент тр-ковь помфщено 30 задачъ. 

***) См. прибавл. къ $$ 26 и 95, 33 и 34, 47 и 43 и 64—66. 


ТУ 

Гон!ометр!я. 1) Вс теоремы обииио характера доказаны въ общемь же 
видф. Это казалось мнЪ и согласнымъ съ требовашями программъ*), и же- 
лалельнымъ въ интеросахъ логической полноты и стройности изложешя; а 
трудности обобщеня я старался устранить натлядностыю доказательства, и 
простотою его плана. [Позволю себф представить на, судъ читалеля $$ 10, 
33 и 34 (и прибавл. къ нимъ), 37, 44—48 (и прибавл. къ $5 47 и 48) и 64]. 

Если бы прохожденше гонометраи (въ общемъ видЪ оказалось не со- 
отвтетвующимьъ количеству времени или составу класса, то можно обра- 
зовать сокращенный курсъ, выпустивь н$которые параграфы учебника, а 
$6 64—66 замЪнивъ вар1антомъ, помфщеннымь въ прибавлешяхъ. 

2) Что касается основного въ гошометри понятя тригонометрической 
функщи, то здфсь я заботился объ единств% и ясности принятой точки зр$- 
ния и объ ея строгой выдержанности**). Въ учебной книг я считало важной, 
особенно для начинающихъ, даже выдержанность въ обозначеняхъ. 

Имя въ виду обычныя ошибки начиналощихъ, я вездВ настойчиво 
провожу различе между тригонометрической функщей и тригонометрической 
лиШей, а также ставлю на видное мЪсто вопросъ о знакахъ.1 9 

3) Когда приходится сравнивать два тригонометрическихь выраженя 
по абсолютной величинз и знаку*“*), то я произвожу эти сравневшя не 
совместно, а раздфльно, стараясь тфмъ выразить равноцзнность обоихъ 
элементовъ количества, ****) ($ 36 прим$ръ 2, 2-й способъ; $$ 37, 39, 45—48.) 


*) Такъ въ гимназической программ значится между прочимъ: „ИзмЪ- 
нене тригонометрическихъ величинъ съ измфнешемъ дугъ от 0 д0 со и оть 0 
900 — со“. 

Въ объяснительной запискЪ къ программ$ реальныхъ училищъ читаемъ: 
„При рфшен!и тригонометрическихъ уравнею необходимо заставлять учени- 
ковъ выписывать всё рфшеншя этихь уравненй въ видё общить формуль“. 
Рфшен!е же тригонометрическихъь уравненй въ общемъ вид предполагаетт, 
пользоване общностью теоремъ, а сл5довательно — въ своемъ м$ет$ — и до- 
казательство этой общности. 

Указан!е объяснительной записки, что слфдуетъ касалься теор!и три- 
гонометрическихъ ‘функш лишь на столько, на сколько она необходима для 
р»шен1я треугольниковъ, я отношу къ выбору теоремъ. 

Даже въ рЪшенш треугольниковъ, если его вести строго, приходится 
иногда выступаль изъ обычныхь транишь аргумента (см. числовой примфръ 
въ 6 145 и замфчане къ $ 134). 

*) Позволю себф выдфлить т$ мЪфста учебника, въ которыхъ содержится 
постепенное ознакомлене учащагося съ тригонометрическими функщями; эти 
мфета слБдующия: 3-Й отрывокъ $ 1, послёдн!Й отрывокъ $5 и затвмъ 5$ 11—22, 

***) Напр. при составлени формулъ приведешя. 

****) Ученики большею частно склонны считать знакъ тригонометрической 
функши менфе важнымъ, чёмъ абсолютная величина, и это вредитъ отчет- 
ливости усвоешя. 


У 


Я счель также нелишнимъ разобраль и нфкоторые сбивчивые случаи въ из- 
слфдовани знаковъ (см. напр. прибавл. къ $ 73). 

4) Далве, я желалъ бы обратить внимаше читателя на, приведенный 
ВЪ 5 26 „064% принцииз“ и на, изложеше пербодичности тригонометрическихъ 
функщй (66 29 и 30): обычное опредВлене перюдичности (помфщенное у 
меня въ форм теоремы въ конц $ 30), будучи вполнЪ строгимъ, неудобно 
тЬмъ, что не вызываеть отчетливато 7/редетавленая. 

5) Къ таблицамъ я приступаю немедленно послЪ того, какъ ученику 
станеть понятнымъ ихъ ограничеше острыми углами (гл. ТУ). Но при этомъ 
я не останавливаюсь на устройствЪ таблицъ и на обралцеши съ ними, на- 
ходя излишнимъ повторять въ учебникВ то, что имфется уже при самыхъ 
таблицахъ*). [О составлеши таблиць см. въ гл. УП. 

6) Нахождене угловъ между 0 и 360° и опредфлеше угла въ общемъ 
видф помщено главнымь образомъ для тригонометрическихь уравненй. 
Получаемыя формулы, затруднительныя для ученика, по своей отвлеченности 
(напр. формулы $ 59), я старался пояснить наглядными иллюстращями. 

7) Что касается рёшен!я тригонометрическихъь уравновй, то подроб- 
ное изложене его теори и пр!емовъ будетъ дано во второмъ выпускв 
учебника. Въ настоящемъ же выпускЪ тригонометричесмя уравненя вотр?- 
чалтся въ $55 99, 102, 103, 104, 106, 107, 144 и 145. 

Рьшен!е треугольниковъ. 1) 'Такъ какъ характеръ этого отдфла преиму- 
щественно рикладной, то я счелъ умфстнымъ привести въ двухъ особыхъ 
замфткахъ нЪсколько общихъ указанй о рфшени задачъ (5$ 88—90 и 108). 

2) Излатая премы рЪшешя треугольниковъ, я держался сказаннаго 
въ $ 90. Иногда я упоминалъ также о степени точности вычислешя и о 
способахь поврки ($$ 96, 126, 129, 130, прибавл. къ $ 126 и прибавл. 
къ $ 129). 

3) Что касается такъ называемыхъ особыхъ случаевь рёшеншя тре- 
угольниковъ, то — по соображешямъ методическимъ — я помфстиль ихъ 
довольно много, выбравъ, конечно, болфе важные или типическ!е**). Нз- 
которыя изъ этихъ задачъ рёшены въ учебникВ двумя способами (35 113, 
134, 135, 136, 137 и 139), а двЪ задачи тремя способами ($$ 99 и 138). 

4) Я обращалъь внимане также на изелфдоване задачи, на сопо- 
ставлене результатовъ, полученныхь различными путями, и т. п. (см. зам$- 
чая — въ текстВ и подстрочныя — къ $$ 99, 106, 107, 111, 113, 131, 134, 
139, 141 и 143). Въ этомъ я видфлъ средство оживить изложене. 


*) Чтобы сталья объ устройствв и употреблени таблицъ достигала цфли, 
она, во-первыхъ, должна относиться къ тфмъ именно таблицамь, каюя у уче- 
ника на рукахъ, & во-вторыхъ, должна быть изложена не въ тонф учебника, 
а въ тон самоучителя. По моему мнЪню, обрацеше съ таблицами есть дфло 
непосредственнаго обученя въ классЪ. 

*+) Большую часть ихъ я взялъ изъ задачъ, предлатавшихся на оконча- 


тельныхъ испытаняхъ. 
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ыы ыы на местности. ЗдЪсь я ограничился только самымъ главнымъ. 
ео и старался, чтобы статья имёла, характеръ по возможности 
. “ески, такъ что излагая то или ь | я 

ти другое примфнене тригоном 
разсматриваль и его геодезическую сторону. у ах 


Пр | аг: 
ти а. ‚ предлагаемаго руководства, мнф служили пособемъ 
) и учебной литературы еще слЪд 1 1 
г й р ь твдующия сочинешя: „Алгеб 
и Е : »Алгебран- 
. т ме а и курсы тригонометрии Брю и Буке, Ребьера, а 
зпошИеВ”а. Для статьи объ изиБренях 
иврешяхъ на мЪфетности я пользовал 
: г . я 
ео »Курсомъ низшей геодезт“ д. Бика. з 
а ие безъ труда выдфлить самъ, что въ учебникф заимствовано 
ее р ыхъ источниковъ и что принадлежить составителю; я позволю 
: лько заявить, что 5$ 10, 29, 44—43, 52—59 и 64 относятся къ чиел 
обработанныхъ самостоятельно. ' 


Март 1894 г. 
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ОГЛАВЛЕНТЕ. 


ВВЕДЕНТЕ. 


Предметь и раздфлене тригонометр!и. Замфчаше о графи- 
ческомъ рфшени тр-ковъ. О функщяхъ вообще; значен!е таблицу. 
Двоякое измёрене дугъ и углов „ее, 


0 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХЪ ФУНКЦЯХЪ (гонтометрля). 


1. Предварительныя понятя. Обобщен!е понят! объ ‘угл и дуг. 
Общий видъ дугь и угловъ, имфющихъ одни и т$ же начало 
и конецъ. 'Тригонометрическй кругъ. Тригонометрическия 


И ыы 
ПИ, Тригонометричесь хункци. Ихь измфнешя и взаимная за- 
виеимость. 


Общее опредфлеше тригонометрическихь функщй. Названя 
и обозначешя. Примфры вычисленя тригонометрической 
функщи по данному углу. Построене подвижного радгуса 
по данной тригонометрической функщи. ......... 

Изм5нешя тригонометрическихь функщй съ изм6ненемъ аргу- 
мента. Перодичность тригонометрическихь функши. ... 

Зависимость между тр. фф. одного и того же угла. Примфры 
вычислен!я однфхъ тр. фф. съ помощью яругихь. . .... 


Ш. Формулы приведеня. Перемфна знака въ аргумент. Приведене 
тр. фф. всякаго угла къ фф. положительнаго острато. 
Общность формулъ приведешя. ............. 


ТУ. Прихънене таблиць къ вычислению тригонометрическихъ вы- 
ражешй и къ нахождению угловъ. Полученше угла, въ общемь 
вид. Вычислене н%Ъкоторыхъ выражен, содержащих 
тригоном. функщи. Нахождене угловъ между О и 3607. 
Общ видъ угла для данной функщи .......... 


У. Формулы сложешя аргументовъь, вычиташя, умножешя и 
дБлешя. Нфкоторыя изъ теоремъь о тр-кв. Синусъ суммы 
двухъ угловъ. Синусъ разности двухъ угловъ. Косинусъ суммы 
и разности двухъ угловъ. Синусъ, косинусъ и тангенсъ двой- 
ного угла. Синусъ, косинусъ и тангенсъ половины угла. 


У!. Приведеше выражешй къ виду удобному для логариемпровашя. 
Общее замфчаже, Преобразоваше суммы и разности двухъ си- 
нусовъ или косинусовъ.Преобразоваше суммы и разностидвухъ 
тангенсовъ или котангенсовъ. Преобразоване (зп = -|- зп 8): 
(31а — 518) и 51а — 5128. Преобразоване зп ЗВ -Е зп у 
при усломи х +В + 1=180°. Введене вспомогательнаго 
У ЗО, ПСР ны А 


УЦ. Поняте о составлен тригопометрическихь таблицъ. Сведене 
къ малому углу. Приближенное вычислеше синуса малаго угла; 
приближенное вычислен!е косинуса малаго угла. Замфчан!е 
о существующихъ уже таблицахъ и о составлен новыхт,. 


Стран. 
1—5 
6— 10 
11— 20 
20— 24 
25— 29 
30— 39 
40— 43 
49— 57 
58— 63 
64— 67 
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Стран. 
О РЕШЕШИ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ (ТРИГОНОМЕТРИЯ). 


Н»которыя общя замфчан!я о рёшен{и треугольниковъ. ... 68 и 69 


УПТ. Прямоугольные треугольники. Соотношеня между элементами 
прямоугольнаго треугольника. Основные случаи р%ёшешя 
прямоугольныхъ треугольниковъ. Н%которые болфе сложные 
случаи р5шен!я прямоугольныхь треугольниковъ (10 задачт). 
Замфчан!е о двоякомъ характерв рёшен!я треугольниковь. 70— 79 


1Х. Н»которыя прим нен1я прямоугольныхъ треугольниковъ. Общее 
замфчан1е. Задачи (5 А 84 


Х. Косоугольные треугольники, Соотношоня между элементами 
косоугольнаго тр-ка; выраженя площади тр-ка. Основные 
случаи р$шен!я косоугольныхъ тр-ковъ. Н$которые болфе 
сложные случаи рёшеня косоугольныхъ тр-ковъ (15 задачъ). 85—-110 


ОБЪ ИЗМЪРЕНЯХЪ НА МЪСТНОСТИ. 


. Изибреше лиш и угловъ на земной поверхности. Прост®йше 
углом рные инструменты. Общее замфчаше. Изм$рен!е лин. 
ИзмЪрене угловъ; общее понят!е 0бъ угломфрныхъ инстру- 
ментахъ. Буссоль. Астроляб!я; измфрене горизонтальнаго 
угла и угла наклоненйя, Зам чаше о теодолитв. ... .. И И6б 


УИ. Приложене прямолинейной тригонометри къ производству из- 
ифрешй на иъстноети. Общее замчане. Опредфлене непри- 
ступныхъ разстоянй. Опред$лене высоты. Трангулящя. . 117—191 


ПРИБАВЛЕНТЯ. 


О десятичномъ дфлени окружности. Къ вопросу объ измфнени 
тр. фф. съ измнен!емъ аргумента. Одинаковыя. фазы въ ходф перю- 
дической функции. Варанть вывода соотношен!Й между тр. фф. одного 
угла; о числ$ этихъ соотношен!й. Къ формуламъ приведеня (общимъ). 
Понят!е объ обратныхъ круговыхъ функщяхъ. Выводъ формуль для 
зп (& ==) и с$ (== 8) при услови, что х >В >0и«- ВХ 90°. 
Выражеше тр. фф. угла черезъ тангенсъ его половины. Доказательство 


Хх 


— 


Я [2 1 — с3а & 
лвоиныхь знаковъ въ формулахъь зп 5 == 5 685 = 
1-Е за С: 1— с; * Е: 
ыы 5 —__ 0 — — == —_ь ы ь = 
Ее и 5 и 85 = ег Преобразов. форм. 5 


1 — с3« 5 
Е Е О числ соотношений между элементами тр-ка; вы- 
водъ формулы а? = 6? -|- с? — 25. 63 А изъ соотношенй, принятыхъ 
за основныя. Къ рёшенйо тр-ка по даннымъ $, си А: повфрка вы- 
числен!я съ помощью формуль Мольвейде. Къ рышенйю тр-ка по дан- 
нымъ а, би А: 1) изслвдован!е задачи ло сторон$ с; 2) повфрка вы- 
численя въ случаё двухъ рфшен!й и иной способъ опредвлен!я с; ис». 122—136 


ВВЕДЕНТЕ, 


1. Предметъ и раздфлеше тригонометрм. Основную задачу 
тригонометрит составляеть рфшене треугольниковъ съ помощью 
вычисленая '). Рищить треугольникъ значить найти числовуго вели- 
чину его элементовъ по достаточной совокуиности данныхь также 
числовыть. 

Вообще же къ тригонометри относится большая часть во- 
просовъ, гдф въ число данныхъ или искомыхъ входить уголь, 
равно и друше случаи, въ которыхъ примфняются свойства, тригоно- 
метрическихъ функшй. 

Тризонометрическая функции угловъ суть особаго рода, числа, 
вводимыя въ вычислеше взамфнъ ‘угловъ; эти чиела, хотя и не 
выражають угловъ съ помощью мфры, т5мь не менфе такъ свя- 
заны съ н@ми, что служать какъ бы ихъ замфетителями. 

2. Разсмотрьше свойствъ тригонометрическихь функшй должно 
предшествовать р5шенйю треугольниковъ. 

Такимъ образомь въ тригонометр!и различають два главныхъ 
отдфла: 

1) учеше о тригонометрическихь функщяхь, называемое 
зономеатрей, и 

2) ученю о рфшенш треугольниковъ, составляющее зиризоно- 
метрио въ тфеномъ смыелЪ. } 

Замъчаще. Тригонометря, содержащая рЪшене обыкно- 
венныхъ треугольниковъ, называется прямолинейной (или плоской) 
въ отлище оть сферической тригонометрии, въ которой разсматри- 
ваются такъ называемые сферичесве треугольники. 


1) Ниже будеть сказано еще о зрафическомь ршенйи треугольниковъ. 
1 


Н, Рыбкииъ. Прямолинейная тригонометр!я. 


2 


3. Замфчане о графическомъ р+шенм треугольниковъ. КромЪ 
тригонометрическаго рЪшенйя треугольниковъ существуетъ еще гра- 
Фическое, т.-е. такое, въ которомъ примфняется лостроене. Оно со- 
стоить въ слфдующемъ: элементы, данные въ числахъ, сначала, вос- 
производять по масштабу и транспортиру; затмъ, пользуясь по- 
лученными линями и углами, строятъ искомые элементы (при чемъ 


образуетея фигура, которая подобна р»шаемой); наконецъ, измфряя ` 


ихъ съ помощью тфхъ же приборовъ, получаютъ требуемыя числа. 

При такомъ премф неизбфжны погрВшности, — иногда, значи- 
тельныя, — & такъ какъ онф зависять оть качества чертежныхъ при- 
надлежностей и отъ искусства, черченя, то и не допускають оцфнки. 
Это обстоятельство длаетъь графичесвй способъ мало надежнымъ, 
между т$мъ какъ тригонометр!я, примфняя вычислене, даетъ сред- 
ство опредЪлять искомыя величины съ желаемой степенью точности. 

и К, 4. 0 функщяхъ вообще. Существуютъ перемф$нныя величины, 

связанныя между собою такъ, что каждому значению одной изъ 
нИхЪ соотвъьтствуеть значене (или даже нЪФеколько значенй 
другой. Таковы, напримфръ, у и х вь равенствахъ: у=а-х, 
у= >, у—18-8; таковы же рамусъ круга и его площадь, ребро 
куба и его объемъ, ит. д. 

Если требуется подобрать соотвзтетвенныя значеня такихъ 
величинъ или прослфдить ходъ измфнешя ихъ, то мы должны 
назначить рядъ значенй одной изъ нихь и по нимъ опредЪлять 
значешя другой величины. НапримБръ, составляя таблицу лога- 
риемовъ, принимають въ уравнении у = |1 х за х послфдовательно 
1, 2, 3,.... и но этимъ числамъ находятъь рядъ значенй у. 

Величина, которая в» данномь вопросъь получает» свои значе- 
ная вь зависимости оть бруюй, называется функщей ея, а та, 
копорая, р этюмь принимаеть свои, значення непосредственно, на- 
зывается артументомь. Такъ, если, имфя уравнеше у = 5", будемъ 
мфнять 2 и опредфлять у, то х есть аргументь, а у функщя; 
если же станемъ назначать у и подбирать 2, то у есть аргументь, 
а 2 функщя. Вообще, что служить функщой и что аргументомъ, 
зависить отъ свойствъ вопроса. 

5. Функшя и аргументь могуть быть или однородны, какъ 
напр. произведене и множимое, или разнородны, какъ напр. дуга 
и центральный уголъ. 

Что касается самой зависимоспии между функщей и аргумен- 
томъ, то иногда она выражается такъ просто, что функцию легко 


вычислить по аргументу въ каждомъ отдфльномъ случа, какъ 
напр. площадь квадрата по его сторонф; въ другихъ функщяхь, 
наоборотъ, рядъ дЪйстыЙ при точномъ или приближенномъ вы- 
числени ихъ настолько сложенъ, что для практическихъ прило- 
женшй разъ навсегда заготовляютъ ряды значенй аргумента и 
функщи и помфщаютъ ихъ въ особыхъ таблицаь; таковы напр. 
таблицы логариомовъ, таблицы квадратныхь и кубическихъ кор- 
ней ит. п. 

Иногда пользуются таблицами и при неособенно сложныхъ 
дъйствяхъ — ради удобства, и сбережен!я времени '). Но для функц 
такихъ какъ логариомы таблицы необходимы: практическое прим$- 
нене логариомы получили только тогда, когда были составлены 
достаточно точныя и удобныя таблицы, 

Къ числу функшЙ этого рода относятся и тригонометриче- 
свя функши; для нихъ также имфются таблицы, хотюрыя и с0- 
ставляють одну изь злавныль принадлежностей эпризонометууи: безъ 
таблиць тригонометрическя функщи не имфли бы практическаго 
приложен я. 

6*. Изифреше дугъ и угловъ. Какъ извфстно изъ геометрии. 
углы весьма легко опредБляются съ помощью дугъ. 

Если дуза служить для опредъленя угла, то ее выражають 
алии 1) вь отношени къ окружности или 2) в» отношенти кь радёусу?). 

Первый способь — это извЪотное изъ геометри зрадуеное ‘из- 
мтъренёе дуги, когда она выражается составнымъ числомь въ до- 
ляхъ окружности: градусахъ, минутахъ и секундахъ. 

Градусному измфренйо дуги соотвфтетвуеть градуеное измф- 
реше угла. Выгода этого соотвЪтетвя та, что уголь?) и дуга вы- 
ражаются однимъ и т6мъ же числомъ. 

Но не должно забываль, что градусное выражене дуги по- 


`казываетъ лишь ея отношеше къ окружности, между тЬмь какъ 


градусное выражен!е угла опредЪляеть его вполнЪ (позволяетъ 
воспроизвести уголь). 


1) Такова, напримЪръ, таблица умножешя, которую обыкновенно за- 


поминаютъ, 
2) Первый способъ нагляднЪе и примфняется въ практическихъ изм$- 


решяхъ, второй предпочитають въ теоретическихь вопросахъ. 


3) Центральный. 
1 * 
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Второй способь называется линейнымь изморенемь дуги: здфсь 
она выражается въ отношени къ радуеу, при чемь мы поль- 
зуемся не самой дугой, аея длиной (выпрямленной дугой); такъ, по 
этому способу окружность выразится числомь Эт, полуокружность 
числомъ т, ит. д. чи? 

Покажемъ, что, зная отношене дуги къ радусу, можно опро- 
дЪлить уголь, и обратно. Дфйствительно, пусть напр. дуга выра- 
жается (въ радусв) числомъ а; тогда длина ея есть аВ. Означая 
искомый уголъ черезъ х и прямой уголь черезъ 4, будемь имЪфть. 


&:44=аВ: 28 или д: 44 =а: 9т, 


откуда можно опредфлить 2 по данному а, и обратно. ^ 

Можно едфлать, что уголь и дуга будуть выражаться однимт, 
и тБмъ же чиеломъ!): для этого надо за мЪФру для угловъ принять 
такой уголь, котораго дуга иметь длину радуса (этотъ уголь 


24 
равенъ = слБдовательно есть величина постоянная, почему и 


можеть служить мфрой). Такое измБреше угла будемъ называть 
также линейныме, а новую угловую мфру раданомь (особато обо- 
значеня эта мБра не имЪетъ). и ке 

7. Въ послБдующемь, для ясности, будемъ градусное выра- 


жене дуги или угла обозначаль черезъ х, В, 1,....› а линейное 


выражене черезъ а, 6, с,...; обозначеня же я у, 2,... будемъ 
брать въ обоихъ смыслахъ. 
Для перехода съ градуснаго выражешя на линейное или 
обратно служитъ пропорщя 
м :360° = а Эт, 


[42 
откуда а=т. и &—180°, = ы 


а 
180° 
Примтры. 1) Какь выразится в» зрадусной системь дуга, 
имтющая длину радгуса (выражаемая вь радйусть числомь единица)? 


1 
По предыдущему эта дуга равна 10°. _; пользуясь приближен- 


1) Но, конечно, въ неодинаковыхъ единицахъ. 
*) п=3, 14159 26535 89793 23346 ..., 


=, 31830 98861 33790 67153 .... 


. 1 = — =} и 
НЫМЪ значешемъ —, найдемъ, что она содержить 57° 7 48. 


съ точностью до 0,05” (это же есть градусное выражене радана). 


2) Найти линейное выражене дуги 67° 30’ (выразить вь ра- 
Фанахь уюль 67° 30'). Ознамая искомое число черезъ 2, получимъ 


67° 30' 3 : 
Му =. со = .—; приближенное вычислене 
по предыдущему х=т 180° 8; ПР 


|] :- 
даетъь х = 1,17810 съ точностью до 5 стотысячной доли. 


Замльчане. Для облегчешя такихъ переходовъ существують 
особыя таблицы: такова напр. „Таблица для выраженя ду 
+ ры Ы—— 

8» частять рафуса и обратно“, приложенная къ логариомическимъ— 


прив 


цамь Е, Пржевальскаго. ^^ 


‘’ 0 ТРИРОНОМЕТРИЧЕСКИХЬ ФУНКЦИЯХ. 


(Гон!ометрия.) 


Г. Предварительныя понятия. 


у 8. Обобщене понят! объ угл и дугф. Геометрическя понят{я 
угла и дуги въ тригонометри нфеколько видоизмфняются и рас- 
ширяются'). 

1) Узломь въ тригонометр1и называютъь яовороть одной сто- 
роны относительно другой, т.-е. представляють себЪ, что одна, 
сторона неподвижна, а другая, вращаясь, описала данное число 
угловыхъ единицъ; при этомъ получаются углы и болте 360° (так 
можно сказать: проволока закручена на 400°; минутная стр$лка 
въ течеше 3 ч. 25 м. повертывается на, 1280°; ит. д.). 

Кромь величины поворота различаютъ его направлене: если 
вращене можетъ происходить по двумь противоположным» напра- 
влешямъ, то при одномь изъ нихъ уголъ выражають яоложитель- 
ным» числомъ, & при друюмь — отрицепельнымь (выборъ знака 
зависить оть услов вопроса). 

2) Подобное же распространяется и на дуги: дуга разсматри- 
вается какъ путь, который проходить точка, двигаясь по окруж- 
ности (при этомъ точка можеть обойти окружность не одинъ разъ 
и въ двухъь направлен1яхъ); въ дуг также различаютъ направле- 
не (одно изъ двухъ противоположныхъ) и приписываютъ ей тотъ жё 
знакъ, какой имфетъ уголъ. 

9. Итакъ въ тригонометри уголь и дуга суть перемфнныя 
величины, способныя принимать всЪ значеня оть — со до ©. 


') Главнымъ образомъ ради приложевйЙ въ высшей математик%. 


= 7 й 


Означая уголь и дугу какой-либо буквой, будемъь подъ 


ней подразумфвать число и знакъ; напримфръ: ВН 1070°; 
=; в = 1,08; ит. д. 


10. Общ видъ дугъ и угловъ, иибющихъ а и ть же В: |: 
конецъ. Возьмемъ какую-нибудь дугу, напр. 750°; пусть будутъ и. 
ея начало и конецъ. Разсмотримъ друпя 
дуги, начинающяся въ той же точкф 4. 

Очевидно, что т$ изъ нихъ, которыя 
отличаются оть 750° на полное число 
окружностей!), оканчиваются также въ 
точкЪ В, а всЪ друйя внЪ этой точки. 

Такимъ образомъ, начиная всЪ дуги 
оть точки А, получимъ слБдующй рядъ 
‚ Черт. 1. дугъ (2), оканчивающихся въ точкф В. 


....|—690°| — 830° | 30° |390° 150° | 1110° 1470°..... 


0 1 2 м) 


Этотъь рядъ есть ариеомейическая прозресеая ак в 
объ стороны), въ которой одинъ изъ членовъ есть 750°, а раз- 
ность равна 360°; всЪ члены этой прогрессом можно получить по 
формул х = 750°-{ 360°.ж, придавая и всЪ чълыя значеня 
ОТЪ -— со дОо- со (см. нижня числа въ таблицЪ). 

Итакъ, если « есть одна изъ дугъ, имфющихь данные на- 
чало и конець, то обийй видь всфхъ дугъ, имфющихь тБ же на- 
чало и конець, есть «| 360°. и, гдЬ п означаеть перем$нное 
цфлое число (положительное, отрицательное, нуль). 

Если дуга выражена въ доляхъ рад!уса, то формулаприметъ видъ: 


25 
а-Н2т.п (такъ, вмфето 750°-- 360°. * получилось бы © к 2т.я). 


Сказанное выше о’дугахъ относится и къ угламъ. 

11, Вступительное замъчаще нь 8$ 12—15. Тригонометри- 
ческя функщи, о которыхь будетъ рЪчь ниже, связаны съ углами 
отчасти при помощи построеня. Это построеве состоитъ: 1) въ 
опредъленномь нанесени на кругъ даннаго угла какъ централь- 


1) На 360° повторенные одинъ или нЪзсколько разъ. 
*) Нижшя числа объяснятся далЪе. 


8. 


наго и 2) въ проведеви при этомъ кругВ особыхъ лин, съ по- 
мощью которыхъ и получаются тригонометрическя функщи. Раз- 
смотримъ указанныя построения. 
> 12. Тригонометрический кругъ. Опишемъ кругь ироизвольнымь 
радтусомъ и проведемь два перпендикулярныхь д1аметра; для крал- 
кости будемъ ихъ называть ори- 
р А, . 9 ЗОНтальнымь (АА,) и вертикаль- 
ным» (А, А)”, а оба безразлично 
лавными. 

Будемъ углы отечитываль оть 
одного и того же начала, а имен- 
но оть праваго горизонтальнаго 
радуса (О.А); положительные углы 
будемъ откладывать вверхь оть 
него (противъ стрфлки часовъ), а 
отрицательные внизъ 1), Стороны 
угла будемь различать назва- 
нями: начальный радёусь (общее начало узлов») и подвижной радусь. 

Задавемъ угла вполнЪ опредфляется положене подвижного 


радуса, но не обратно: для даннаго подвижного радуса можно‘ 


предположить сколько угодно угловъ ($ 10). 

Четыре части, на которыя кругь дБлитея главными д!аме- 
трами, будемъ называть четвертями (или квадрантами); онф счи- 
таются въ такомъ порядкф: АОЛ, первая четверть (первый квад- 
рантъ), А, ОА, вторая четверть и т. д. 

Примемь еще слфдующй способъ выраженя: если уголь 
оканчивается, положимъ, въ Ш четверти, то будемъ его называть: 
„уголь Ш четверти“ и т. п.; но такое указане, конечно, ничего 
не говорить о величинф угла: такъ углы 120°, 500° и — 200° 
одинаково назовемъ углами П четверти. Если подвижной радусъ 
приходится на одномъ изъ главныхь даметровъ, то уголъ можно 
отнести къ двумъ четвертямь: напр. 540° можно разсматривать 
какъ уголъ П четверти или Ш четверти. 

СоотвЪтотвенно угламь отечитываются и дуги. 


*) Они и могуть быть такими, если плоскость чертежа вертикальна. 
1) Такъ углы 6509 и —150°, начинаясь общимъ радйусомъ Од, окан- 
чиваются радусами ОВ и ОВ,. 


13. Кром главныхь даметровь въ тригонометрическомъ 
круг проводять еще дв касательныя: чрезь начало и конецъ 
первой четверти '); будемъ ихъ называть: первая ‘касательная (им) 
п вторая касательная (РО). 

14. Тригонометрическя линм. Такъ называются т лины, 
посредствомь которыхь будуть опредфлены тригонометричесвя 
функщи; эти линш суть слфдующя (на прилагаемыхъ чертежахъ 
онф показаны ддя каждой четверти отдфльно; при каждомь по- 
движномъ радусв отмфченъ наименьышЙ положительный уголъ). 


Г. 


Ш. 


Черт. 5. Черт. 6. Е 


1. Вертикальная проекшя подвижного рад1уса,?) (01) или’ 


перпендикуляръ (ВС), опущенный изъ конца дуги на горизонталь- \. 
ке , Е 


: 7* р Гр] = т 
ный деметръ ХЛ и‘ сид = 


2. Горизонтальная” проекщя подвижного радуса (00) или 
перпендикуляръ (В), опущенный изъ конца дуги на вертикальный 
даметръ. (ид и Коба Чая | 


1) Здесь имфется въ виду четверть окружности. 
) Точн&е: проекщя подвижного радуса, на вертикальный д!аметръ. 


| 
/ 


и 
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3. Отрфзокъ первой касательной отъ точки касаня до продол- 


женя подвижного радуса (АЕ). 4 Лес (ли бля бы елей, 


4. Отрфзокъ второй касательной отъ точки касан!я до продол- 


жен!я подвижного радуса (А.Е). с обебребии ведалия В С: 


5. Отр$зокъ отъ центра до точии пересфченя первой кава- 
тельной съ продолженнымъ подвижнымъ радусомь (ОЕ). [Сокра- 


щенно будемъ говорить: первый отрфзокъ сЪкущей]. «ее д с бе 


6. ОтрЪзокъ оть центра до точки пересфченя второй каса- 
тельной съ продолженнымъ подвижным радусомъ (ОЕ). [Сокра- 
щенно будемъ говорить: второй отрфзокъ сфкущей]. ‚Лии. Ао с 

15. Для каждой тригонометрической лини возможны дЕё. 


противоположныхъ направлешя относительно своего начала: Ар 


Началомъ для проекшй подвижного рад1уса-—и отр$зковъ 
сфкущей служить центръ круга для касательныхъ — точки касания !). 

Проекщи подвижного ражуса и отр%зки касательныхъ берутся 
на лияхъ, имъющихь опредЪленное положене въ круг, отрфзки 
сфкущей — на линшм, которая вращается вм$стф съ содержащимся 
въ ней подвижнымъ радусомъ (при этомъ отрфзокъ сЪкущей бываетъ. 
направленъ или въ сторону подвижного радфуса или обратно ему). 


1) Относительно перпендикуляровъ ВС и ВЛ будеть разъяснено въ $ 16. 


П. Тригонометричеек!я функщи. Ихъ изизнен1я 
и взаимная зависимость. 


16. Общее опредфлене тригонометрическихъ функщи. Тризоно-\ 
метрическими функщями угла или дуги называются количества (оп:- ` 


влеченныя, положительныя и отрицательныя), выражающия напра- 
влеше и отношеше кз радусу трилонометрическихь ии"). Разъяс- 
нимъ отдфльныя части этого опредфленя. 

1) Въ $ 15 было замфчено, что каждой тригонометрической 
лини свойственны два противоположныхъ ‹ направленя. Выборъ 
направлошя можно указать знакомь при числЬ, выражающемь 
длину, & именно: условились изъ двухъ лин, измфряемыхъ въ объ 
стороны оть общаго начала, одну выражать положительнымъ 
числомъ, а другую отрицательнымъ ?). Отсюда происходять знаки 
тригонометрическихь функц 3). 

Въ тригонометрическихь лишяхъ иоложительными считають 
тБ направлен1я, кая онЪ имфютъ для первой четверти, т.-е въ вер- 
тикальныхь лишяхъ направлене вверль отъ начала, “въ горизон- 
тальныхь лиШяхъ вправо отъ` начала, а въ отризкахь сюкущей 
направлен!е в» одну сторону съ подвижнымь радусомь (оть центра 
же концу ду). 

Что касаетбя перпендёкуляров” ВС и ВО, они служаль 
для зам5ны проекщи Ор ОС*), 4 потому ихъ. ражають” ми же 
числами, какъ соотвЪт вующя/йроекщи. , : в 

; Га м 


1) Или иначе: риюнометрическая функщя угла или душ есть отно- 
щене триюнометрической лиши къ радусу, взятое со знаком, выра- 
жающимь направлеще трилонометрической лини. 

°) Это услове (принципь Декарта) уже было прим$нено ранфе къ 
угламъ и дугамъ ($ 8). ° 

3) Т.-е. знаки чисель, служащихъ значенями тригонометрическихъ 
функщй. : 

*) Чтобы можно было об%-проекщи соединить въ одномъ треугольник. 


\ 
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2) Будемъ для каждой тригонометрической лиши находить 
отношеше къ ражусу: въ результатЪ получимь шесть отвлечен- 
ныхъ чиселъь. Такъ какъ всф тригонометричесвыя лини сравни- 
ваются съ радусомъ!), то онъ служить на тригонометрическомъ 
круг какь бы м5рою длины, и потому полученныя отношеня 
можно разсматривать какъ выражешя длины и присоединять къ 
нимъ знаки — согласно сказанному въ п. 1. 

3) Итакъ каждому углу будуть соотв тствовать шесть особыхъ ко- 
личествъ. Докажемъ, что эти количества не зависять оть длины радуса. 

ДЪйствительно, измфнимъ радусъ, оставляя тоть же уголъ: 
направленя тригонометрическихь лин, очевидно, не изм$нятся, 
слБдовалельно знаки количествъ сохранятся; далфе, новая фигура 
будеть подобна первой, а такъ какъ въ подобныхь фигурахъ взаим- 
ное отношене соотвЪфтетвенныхъ линШ одинаково, то отношен!я 
тригонометрическихь лийЙ къ радусу будуть имфть такую же 
величину, что и въ первый разъ. Такимъ образомъ, несмотря на 
измнене рад1уса, въ упомянутыхъ количествахъ сохранятся и 
знаки и абсолютныя величины, т.-е. эти количества не изм$нятся?); 
но они, очевидно, измнятся, если взять новый уголь. 

Итакъ отношешя тригонометрическихь лин къ радусу, взя- 
тыя со знаками направлешя, суть дЪйствительно функии узла, такъ 
какь мфняются вмфетЪ съ угломъ и не зависятъ отъ длины радтуса. 

4) Изъ $5 6 и 8 видно, что уголь и дуга могутъ выражаться 
однимъ и тёмъ же числомъ; поэтому триюнометрическая функщи 
1.ловь суть также и припонометрическая функции ду, понимая подъ 
словомъ „дуга“ число, выражающее дугу въ доляхъ окружности 
или въ доляхь радуса. Такимъ образомъ за аргументъь тригоно- 
метрической функщи“`можно безразлично принимать уголъ и дугу, 
ч5мъ мы и будемъ пользоваться въ дальнфйшихъ выводахъ. 

17. Названя и обозначеня. Каждая изъ тригонометрическихъ 
функщИ иметь особое назване и обозначене: они помфщены 
въ прилагаемой ниже таблицф — по порядку тригонометрическихъ 
лий въ $ 14. [Въ этой таблицф подстрочныя цифры при & 
указывають, въ какомъ квадрантЪ оканчивается уголъ; обозначен1я 
В, ВО, ОЕ ит. д. имЪють тоть же смыслъ, что и въ геометрии, 


1) А также и дуги — при лннейномъ изм$рени. 
2) Для отдёльныхъ случаевъ доказательство можно вести подробне 


(см. $ 19). 
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т,-е. означаютъ длину радуса, перпендикуляра, перваго отрЪзка 
сфкущей и т. д., разсматриваемую непосредственно, или число, 
выражающее дмииу\)].. ь 


з . Обозна- | 
№ Назван1я. Ча. ры (см. черт. $ 14). | 
1 синусъ | $ п =; Пя. = — ее 
3 | В’ ы В 
2 косинусъ | сз | сз Г 65% _ВР | 
о В’ ЕЕ 
3 тангенсъ ве = —: фе ре — | 
4 котангенсъ с ов &, = = сова, =— “ее | 
15 секансъ 36 36% = — ——; 56“ _ 
| Пе 
| 6 косекансъ 686 36а — ыы 656% = — О | 
| п У Ш В 


Е АНИ ВНИИ а 

Предоставляемъ самому учащемуся составить словесное опре- 
дфлен!е для каждой тригонометрической функщии ?). 

Замъчане. ВмЪето „иулионометрическая функции“ для крат- 
кости часто будемъ говорить просто „функ“. 

18. Изложенное выше пояснимъ еще числовыми примфрами. 

1. Уоль а оканчивается вь Ш четверти; первый отрезок 
съкущей вь 5 разь длинние радуса; требуется вычислить припоно- 
метрическую функию. Соотвфтствующая функщя, секансь, будетъ 
отрицательна *), такъ какъ данный отрЪзокъ сфкущей и подвижной 
радусъ лежать по разныя стороны центра; отношеше отрЪзка 
къ радтусу равно 5. Такимъ образомъь $6 а = — 5, 

2. Узюль В оканчивается во 11 четверти; при радусь равномь 
8 верши. второй опртзокь впкущей содержить 5 вершк.; требуется 
вычислить тригонометрическую функцию. Эта функщя, носекансь, 


1) Это число, конечно, абсолютное. 

*) НапримВръ: теииенсомь ула или души называется положительное 
или отрицелтельное количество, выражеощее направлеше и отношеше 
ко радиусу отртзка первой касательной; и т. п. 

3) Точнфе; будетъ имЪть отрицательное знамеше. 
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будетъ положительна, такъ какъ данный отр$зокъ сфкущей идеть 
(изъ центра) въ одну сторону съ подвижнымъ рад1усомъ; отноше- 


; а 5 5 
ве этого отр$зка къ радусу равно 5. Итакъ ое В = 


3. Узюль +] оканчивается вь ТУ четверти; при радусь равномь 
10 дюйм. отуъзокь второй касательной содероюить 1 футь 2 дюйма; 
вычислить зурионометрическую функшю. Эта функщя, котанленсь, 
будетъь отрицательна, такъ какъ данный отр$фзокъ направленъ 
влфво оть точки касаня; его отношене къ рад1усу равно 1,4. 
Итакъ с у = — 1,4. 

19. Замфчане. Въ 6 16 п.3 было поставлено на виДЪ, что 
зприюонометрическая функши не зависять оть длины радзцса, и эта, 
теорема была доказана, лишь въ об- 
щихь чертахъ. Для частныхъ слу- 
чаевъ доказательство можно даль 
наглядн$е. 

Возьмемъ для примфра синусъ 
угла ПТчетверти (4, ОВ, = АОВ=а). 

По чертежу 7 имфемъ: 

В, С, 


В 
аа и 8П, == — 


Но изъ подобя тр-ковъ ОВ,С, 


Черт. 7. и ОВС слБдуеть, что 2: @ 186, 

В В 
отсюда: — №19 _ _ ВС или 51,“ = пя 
Е с 


20. Примфры вычисленя тригонометрическихъ функщй по дан- 
ному углу. Не касаясь пока общего вопроса, укажемъ, какъ для н$- 
которыхъ угловъ можно вычислить 
тригонометричесыя функщи, при- 
мЪняя только ихъ опредзлешя, 
данныя въ $17, и ть формулы, 
которыя сообщаются въ курс гео- 
метр. 

Для примфра возьмемъ уголъ 


150° (пли в") : 


Черт. 8. 
Отложимъ его оть общаго начала, угловъ въ тригонометри- 
ческомъ круг (длину радуса можно браль какую угодно, такъ какъ 
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она не вмяеть на тригонометрическйя функц); построимъ тригоно- 
метричесыя линш, съ помощью ихъ выразимь функщи и вы- 
числимъ полученныя отношешя, 


1) вп 150°— Во 1 ВС =; стороны правильнаго 
Е 

вписаннаго  шестиугольника = <. 

00*) ОС = атобем$ правильнаго впи- 


2) 68 150° = — = 1 
) В саннаго  шестиугольника =5  ото- 


-“ 


Уз роны правильнаго са тре- 
== 3 
2 угольника (ВО) = В а? 
= Треугольникь АОЕ половина 
АЕ равносторонняго; въ полномъ тре- 
3) 1 150° = —-> | угольникв лишя ОЛ быль бы высо- 
той, а лия АЕ половиной основан1я; 
поэтому В = АЕ. У 3**). (Можно АЕ 
Л разсматриваль еще какъ половину 
а стороны  правильнаго  описаннаго 
шестиугольника). 
р А, Подобно предыдущему получимъ 
о А,Р = ВУ 3. (Можно также разема- 
—— Из | "риваль А, Е какъ половину стороны 
прав. опис. треугольника). 
5 56150 — ОЕ Разсматривая ОЕ какъ сторону 
В равносторонняго треугольника, най- 
А 7 демъ в-5 в: 
ОР Разсматривая тр-кь АГРО 
6) сзс 150° = + 2 какъ половину равносторонняго, по- 
лучимь ОР =2 8. 


Вообще, если подвижной радусъ отклоненъ оть главныхъ 
Шаметровь на 30° и 60°, то вычислене тригонометрическихъ 


*) Какъ ивъ 5 17, здвсь черезъ В, ОС, АЕ ит. д. означена длина лин. 
`*") Въ равностороннемъ треугольникВ высота равна, половинв осно- 
зашя, умноженной на уз. 
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функшй связано съ правильными вписанными ‘и описанными 
треугольниками и шестиугольниками и со свойствами равносторон- 
няго треугольника. 

Если подвижной радусъ проходить посрединЪ четверти, то 
прим$няются формулы, относящяся къ вписанному и описанному 
квалратамъ. Для такихъ угловъ функши сходнаго названя (30 и 


3, и с, 86 и 036) имфютъ одинаковую абсолютную величину. д 


21. Полезно запомнить слфдующя функщи: 7 


5п 30° = — с5 60° + 

я УЗ 8п 45° = 65 45° = А 

©5 30°“ = 51 60° ры Е. с. 
Е] 

И 

5 30 р 042 60 : | 

с 30° = УЗ = 60°__ 45 45° = 048 45° =1 

__——_ а ы ы—— й 


Зная, какъ выражаются (по рад!усу) стороны правильныхъ. 
вписанныхъ восьмиугольника, десятиугольника и двфнадцатиуголь- 
ника, найдемъ: 


$ 225305 2— И; в (ИБ; 


И и а 
155/231 (У8-— Уз} 


22. Построене (подвижного радгуса, по данной тригонометриче- 
ской функщм. Задача состоить въ томъ, что дано значеве какой 
либо одной тригонометрической функщи и требуется найти со- 
отвфтотвующее положене подвижного ращуса на тригонометриче- 
скомъ круг. 

Ръшеше сводится къ слфдующему: для круга можно взять. 
какой угодно радусъ, такъ какъ тригонометричесыя функщи не’ 
связаны съ длиной радтуса; описавъ кругъ, строимъ тригонометри- 
ческую линШо, для чего сообразуемся со знакомъ и абсолютной 
величиной даннаго значеня функши; наконець переходимъ съ три- 
гонометрической лини на подвижной ражусъ. Разберемъ теперь 
отдфльные случаи. 


8 
Ти 2) Положамъ зпа=х. Синусу соотвфтетвуеть верти- 


кальная проекщя подвикного радуса; такь какъ данный синусъ 


` 


| 
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положителенъ, то проекщшя направлена вверхъ отъ центра; по 
3 | 
длин$ она составляеть ; ражуса. Построивъ вертикальную про- 


екцио, изъ конца ея возставляемъ перпендикуляръ до пересфченя 
съ окружностью и въ полученную точку. проводимъ радусъ; такъ 
какъ не указано, въ какую сторону долженъ итти перпендикуляръ, 
то задача допускаетъь два ршешя: ОВ и ОВ, (черт, 9). 


Черт. 9. Черт. 10. 


Если данъ косинусъ, то соображеня и построеше подобны 
изложеннымъ!). 


3 С 8 
Чертежъ 9-й содержитъ построеня для случаевъ: зп я =+и 


зп @ = ие чертежь 10-й — для случаевъ: за = и са =. 
Зи 4) Пусть будеть 8 а = —. Тангенсу соотв$тотвуеть 


отр$зокъ первой касательной; въ данномъ случаЪ для получешя 
этого отрфзка надо отложить внизъ отъ точки касанйя часть рав- 


8 : 
ную 7 радуса. Конецъь отрфзка долженъ приходиться на про- 


: у : 3 
1) Возможенъ еще сл$дующй премъ. Изъ условя эп &— 5 заклю- 
чаемъ, что соотвфтетвующая точка окружности должна находиться выше 
ро и 
горизонтальнаго д4аметра и отстоять оть него на = радуса. Тажихъ точекъ 


дв: он получатся на одной параллели къ горизонтальному д1аметру. 
Въ случаБ косинуса надо проводить параллель къ вертикальному 
ламетру. 


Н, Рыбкинъ. Прямолинейная тригонометр!я. 
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18 . 
должеши подвижного радуса, при чемъ но указано, должно ли 
это быть продолжене за конецъ дуги или за центръ (впередъ или 
назадъ); такимъ образомъ задача допускаеть два, р$фшеня; мы 
получимъ ихъ, проведя изъ конца касательной сфкущую черезъ 
центръ: ОВ и ОВ, (черт. 11) суть искомыя положеня подвижного 
радуса (ОВ продолжается впередъ, ОВ, назадъ). 


В; 
Черт. 11. Черт. 12. 


Такое же разсужденше примфнимо и къ построено подвиж- 
ного радуса по данному котангенсу. 


Черт. 11-й содержитъ построеня для случаевъ: & а=—1 


2 
и 4—2; черт. 12-й — для случаевъ: сх а == Ти ва=— с 


5 и 6) Положимъ в а= — 2. Секансу соотвфтотвуеть пер- 
вый отрфзокъ сЪкущей; сначала отм5римъ этоть отрЪзокъ, удержи- 
вая то же самое начало (т.-е. центръ): для этого продолжимъ 
напр. горизонтальный даметрь и отложимъ оть центра часть 
ОМ = 28 (черт. 14); теперь повернемъ новую линйо около центра, 
тавъ, чтобы ея конець пришель на первую касательную: полу- 
чимъ два положешя тригонометрической лини, ОЕ и ОЁЕ,, ко- 
торыя оба равно возможны. Чтобы перейти на подвижной раусъ, 
обратимъ вниман на то, что данный секансъ отрицателенъ: это 
значить, что подвижной ращусъ и отрфзокъ сфкущей должны быть 
направлены въ разныя стороны отъ центра; поэтому ОЕ и ОЕ, 
продолжимъ за центръ до пересфчен!я съ окружностью: искомыя 
положеня подвижного рад1уса будуть ОВ и ОВ. 


ю_ 


Если данный секансъ положителенъ, то подвижной радусъ 
слфдуеть взять на самой тригонометрической лини (черт. 13). 


Черт. 13. (& @ =? ; Черт. 14. (36 «=— 2). 


Подобнымъ же образомъ поступаемъ и въ случаВ косеканса 
(черт. 15 и 16). 


22 т ть, „ В т. 
=” “ в ‹ 
„” Но ; 


Черт. 16. (с56 «= — 2,5). 


Черт. 15. (о =1). 


23. Замьчане Г. Изъ предыдущаго видно, что значене 
тригонометрической функщи, взятое отдьльно (безъ какого-либо 
еще услов1я), даетъ вообще два положещя подвижного радуса (двЪ 
точки на окружности) *). Эти положеня въ случаЪ синуса и косе- 


*) Исключен!емъ служатъ т значешя, при которыхъ подвижной радусъ. 


получается на, главномъ даметрё. 
5 
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канса симметричны относительно вертикальнато даметра, въ слу- 
ча косинуса и секанса симметричны относительно горизонталь- 
наго даметра, въ случаЪ тангенса и котангенса составляютъ одну 
прямую линю. 

Замъчане ТТ. Разсмотрфнныя построеня показывають также, 
камя значешя возможны для каждой функщи, а именно: для 
синуса и косинуса оть —1 до --1; для тангенса и котангенса 


= о для секанса и косеканса оть — о ло —1 и 
ТЪ до + со. ИЕ В 


24. Измфнешя тригонометрическихь функщй съ измфненемъ 
аргумента. Предположимъ, что аргументъ!) постепенно измфняется 
оть —0 до -- оо, и раземотримь соотвтствующ 00?) каждой 
функции. 

Каждому значеню аргумента соотвфтетвуеть опредзленное 
положене подвижного радфуса, волВдетЫе чего предположенный 
выше ходъ аргумента равносиленъ непрерывному перемфщенио. 
подвижного радГуса въ положительномъ направлении. 

Но всф возможныя положеня подвижного радуса исчерпы- 
ваются въ течене одного полнаго оборота; при дальнфйшемь же. 
вращени они будуть повторяться, & отсюда произойдуть повторе- 
шя и въ ходЪ каждой фунвщи ). 

Поэтому сперва изслФдуемъ, какъ измфняются тригонометри- 
чесыя функщи при одномъ полномъ оборотБ подвижного радтуса; 
(напр. при измфнени угла оть 0 до 360°); посл этого опредЪлимъ, 
чЪмъ отличается ходъ каждой функщи, если его разематривать. 
65 ЦЪлОМ5. 


25. Измьнене тригонометричеснияь фуннши при возра- 
стаи ла оть 0 до 360°. Воспользуемся чертежами 8 14, а 
именно: представляя себЪ положительное вращене подвижного 
радтуса, будемъ слдить за перемБнами въ направлени и длинв 
тригонометрическихь лин, а отсюда заключать объ измфнени 
тригонометрическихь функщй. 


1) Т.-е. уголь или дуга. 

з) Т.-е. смВну значенйй. 

3) Намомнимъ, что тригонометричесмя лиши строятся по данному 
положенио подвижного радуса. 


[== - = | 
ан о Ба 
ан бое, о... < |< ,.... 0 |. ..— © 
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Результаты приведены въ прилагаемой таблиц: дя каждой 
четверти въ аргумент и функшяхъ показаны только крайшя зна- 
чен!я; между ними функщя или июлько увеличивается или только 
‘уменьшается. < о 

а | т >й а = тк у НЕ 
| Уголь. |0..... 90° |90°.... 180° |180°....270° | 270°....360°1 
(0.... т) (т...) | (п....3т) (т... 21) 


Синусь И ео © обе анны 


р Прсе 


> 
> 
| 
8 
8 
> 
> 
8 


Секансъ 1... с 8: — В 1:55 со 


Косекансь | с.... 1 |1.... © | — ©. 
26*. Значеня функшй для концовь четверти трей бують 060- 
бой отюворки, такъ какъ ихъ нользя получить ‘прямо изъ Сы 


лешй, данныхъ въ 85 16 и 14*), 

Эти значен!я получены, примВняя слёдующий обиий принцить: 
если для даннойо’ значення арлумента нельзя получить значенте 
функии прямо по опредъленйю, то отыскивають предъьль, къ кото- 
рому стремится функщя, если арлументь неопредъленно прибли- 
жается кз данному частному значенио; этоть предъль и прини- 


мають за искомое значене функщи. 
Такъ, чтобы . найти. сз 90°,. надо началь съ угла, который 


немного болфе или немного менфе 90°, и приближая -уголъ къ 90°, 
опредфлить, къ какому предфлу стремится при этомъ косинусъ; 
поступая такъ, получимь 65 90° = -|-0, если мы начали съ угла 
Т четверти, и с3 90° = —0, если мы начали съ угла ИП четверти. 


Такъ какъ - 0 = —0, то знакъ опускають и пишуть 63 90° = 0. 


*) Напримёръ, чтобы получить тангенсъ, надо сперва, найти отрззокъ 
первой касательной; но въ случа угла, 90° такого отр$зка, не существуетъ, 
такъ какъ подвижной рад!усъ и касательная параллельны. 
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Возьмемъ еще 46 90°. Поступая подобно предыдущему, най- 
демъ, что если уголь неопредфленно приближается къ 90° то 
абсолютная величина тангенса неопредвленно возрастаеть и 
чемъ получимъ -|- с, если 90° служить предЪломъ ре 
остраго угла, и — со, если 90° служить предфломъ убывающаго. 
тупого угла. Въ этомъ смысл и пишуть 45 90° =  со*). 

27. Для наглядности приводимъ още въ отдфльной таблиц 
знаки функшЙ въ каждой четверти. 


, 28. 1. Изъ таблицы $ 25 видно, кая значеня способна. 
ринимать каждая функщя, & именно: синусъ и косинусъ оть —1 
до но тангенсъ и котангенсъь оть — со до- со (т.-е. всякое зна, 
чеше), секансъ и косекансъ оть ь 

) — < до —1 и оть-+ 1 
(ср. 8 23). Е 
2. Относительно абс 
олютной величины НКЦ 3 
амЪч 
сл$дующее: ы о 


*) Что касается се, сзс0, сё Е 
› © 360° и с3с360°, то они пол 
о знакъ, если изм$нене угла, отъ 0 до 360° не ет ат ь 
хода аргумента: .... — 90° 
А С 90°....0.... 90°.... 180°.... 2709 


в. 


*. 
*) Такимъ образомъ въ Т четверти всё 
функщи положительны, а въ каждой изъ осталь- 
`ныхь четвертей дв функщи положительны и 
четыре отрицательны. 


Кавя функщи въ какой четверти поло- 
жительны, легко запомнить по черт. 17, если 
надписываль функщи въ томъ порядк, какой 
указанъ стр$лками, 


Черт. 17. 
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&) абсолютная величина синуса и косинуса не превышаеть 
единицы; тангенсъ и котангенсъ могутъ имфть какую угодно абсо- 
лютную величину; абсолютная ‘величина, секанса и косеканса нё 
можетъ быть менфе единицы. - 

Ъ) вь Ти Ш четвертяхь абсолютная величина синуса, тан- 
генса и секанса возрастаеть, а прочихъ — убываеть; во П и ТУ 
четвертяхъ наоборотъ’). 

3. Каждая функшя исчерпываеть веф свои значения на про- 
тяжени двухъ четвертей“), а абсолютная величина функши — на 
протяжени одной четверти (напр. первой). 

29*. Тертодичностьтригонометиричеснихь фуннийй. Въ $ 24 
показано, что ходъ каждой тригонометрической функши можно 
разложить на одинаковыя части, соотв$тствующя одному обороту 
подвижного радуеа. Но, разсматривая таблицу $ 25, замЗчаемъ, 
что въ случаЪ тангенса и котангенса ходъ функщи, соотвфтетвую- 
щ одному обороту, въ свою очередь состоитъ изъ двухъ одинако- 
выхь частей, соотвфтствующихь каждая одному полуобороту: при 
возрастани угла отъ 180° до 360° тангенсъ и котангенсъ измфняются 
такъ же, какъ и при возрастани угла оть 0 до 180°°). 

Такимъ образомъ, окончательно, ходъ тангенса и котангенса 
слагается изъ повторен! той части его, какая соотв тотвуетъ измЪ- 
неню аргумента оть 0 до 180°. Что касается синуса, косинуса, се- 
канса и косеканса, то при одномъ оборот въ ихъ ходф повторен1й 
нфтъ, такъ что для нихъ сдфланное раньше заключеше остается 
окончательнымъ. 

Свойство функщи повторять свой 209» черезъ равные про- 
межутки въ аргументЪ, называется пербодичностью, & наименьшая 


1) Это легко запомнить въ такой форм: возрастают» (по абсолютной 
величин, съ возрасташемъ угла) в5 нечетныхь четвертяхь нечетные ну- 
мера функши, а в5 четныхь — четные (см. табл. $ 17). 

2) Таковы: для сз, 6, с и зс Ти П четверть; для зп и с3е Ци Ш 

четверть. 
3) Углы а и а-- 180° имъютъ общ отрфзокъ первой касалельной 
(такъ какъ ихъ подвижные радусы составляютъь одну прямую); слфдоват. 
тангенсы этихъ угловъ равны. Подобное же вфрно и для котангенсовъ. 
Отсюда, слдуетъь, что напр. при углахъ: 180°, 180° 1”, 180°2”, 180° 3" 
ит. д. тангенсъ и котангенсъь имфють тВ же самыя значешя, какъ и при 
угаахъ: 0, 1", 2", 3" ит, д. 
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изъ такихъ промежутковъ!) называется пергодомь функци. Такимъ 
образомъ тригонометрическ!я функщи суть перюдичесвя; перодъ 
тангенса и котангенса есть 180°; перодъ синуса, косинуса, секанса,, 
и косеканса есть 360°. — - 

30. Возьмемь какое уюдно значене аргумента и соотвфт- 
сотвующее ему значеше перодической функщи. Изъ предыдущахго 
слВдуеть, что прибавляя къ аргументу н$околько перодовъ или 
вычитая, получимъь значеше функщи равное первоначальному. 

.Й наоборотъ, если существуеть такое опредъленное количество, 
которое можно прибавить ко всякому значенйо ‘аргумента, не 
измфняя тЬмъ значеня функщи, то можно показаль, что эта 
функщя пер!одическая*). 

31. Перюдичность тригонометрическихь функшИ можно вы- 
разить слфдующими формулами: 

1) пх= 1 («-{- 360°.2) 2) 3 а= сз («-|- 360°. ») 

3) 2х = (х -- 180°. п) 4) вос («- 180°. ж) 

5) 86 = 56 («-{Р 360°.п) 6) сзс а = с3с (х -|- 360°. п) 
въ которыхъ х ‘можно придать хакое` узюдно значеше, & п есть 
неопредЪленное цфлое число (положительное или отрицательное). 

Если дуга выражена въ доляхъ радуса, то напишемъ: 

па=зп (а--2т.п), ша=ю (а-л.п) ит. д. 


1) Промежутки могуть быть рафличной величины: напр.,›если синусъ 
повторяеть свой ходъ по истечени Жаждыхь 360°, то’и по истечени ка- 
ждыхъ 720°, 1080° и т. д; онъ повторяеть тоть-ходъ, какой соотв тствуеть 
720°, 1080° ит. д. ‚. | 

1) При этомъ упомянуме постоянное кодичество есть или перодъ’ 
или кратное пер!ода. ] = 

Для пояснен!я У прим$ръ изъ алгебры. Возьмемъ =, означая 
черезъ $ мнимую единицу и мерезъ 2 перемВнное цльлое число. Если къ ар- 
гументу 2 прибавить 4, р. 9. не изм$нится; такъ какъ это равносильно 
умноженю на, &, что равно 1. Ходъ аргумейта и функц представляется 
въ сльдующемь видф: / / 

Гу Г 
2 |. АА 2 | -1 |0 

{ 
Такимъ образомъ имфемъ перодическое изм$нене функши съ ‘пе- 
р1одомъ 4. | 


Е. | = 1 


( 
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32*. Зависимость между тригонометрическими функщями одного 
и того же угла. Между тригонометрическими фупкшями одного 
и того же угла существуеть зависимость, которую можно выразить 


слфдующими пятью формулами: 
63 м 


па : 
зао —1°) (0; Чана 0; а, 0) 


` дд 
36“. а=1 (1У); са. зпа=1 (У). 
Эти формулы справедливы при всъхь значешяхъ а. 
Мы докажемъ ихъ сполна для угловъ первой четверти и 
объяснимъ, въ чемъ отличается ихъ выводъ для другихъ четвертей. 
33*. Возьмемъ конецъ угла & въ первой четверти. . 
а) Изъ прямоугольнаго тр-ка 
ОВС имфемъ ВС?-+ 00*= ОВ?. 
Раздфливъ об части на В?, полу- 


ВС\*, (00\* [ОВ\ 
ЧИМЪ (=) -- (+) — (=) ИЛИ 
$02 &-- 6$ а =1. 
5) Остальныя формулы выво- 


дятся изъ я0добзя тр-ковъ, которые 
содержать линш, соотвфтетвующя 


Черт. 18. . 
функщямъ. 
Такъ для формулы П беремъ тр-ки ОЕА и ОВО. Изъь ихъ 
АЕ ВС . 
подобя слдуеть: ОА — д; раздЪливъ оба члена второго отно- 
АЕ ВС|0С пя 
шеня на В, получимъ: 0 ет ИЛИ ом 
ОА бенъ ОВС, слБдоват Е. отсюда 
с) Тр-кь РОЛ, подобенъ ‚ отБдоват. ОА, — ВО; 
ОВ ^" ща . 
Е 
4) Подобе тр-ковъ ОЕА и ОВС деаетъ: 0А= од; 0Т6Юда 
ОЕ _0В|0С 


1 
А = -р/-—5, Т.-6. 369 = — ИЛИ 3600.08%=1. 
мт 2 аа за 
е) ТБмъ же способомъ — изъ подобя тр-ковь ГОА, и ОВС— 
получимъ, 0564.51 ==1. 


*) 51= пишется вмфото (502), 
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34*. Если уголь & оканчивается не въ первой четверти, то 
выводъ отступаеть оть предыдущаго только тамъ, гд® встрфчаются 
отрицалельныя значеня функшШИ: тогда отношене тригонометри- 
ческой лини къ радусу замфнится не самой функщей, но функшей 
взятой со знакомъ минусг. Чтобы пояснить сказанное, выведемъ 
формулы 1, Ш и [У для угла второй четверти. 

а) Изъ прямоугольнаго тр-к& 
ОВС имъемъ: 

ВС*-|- 00* = ОВ, откуда 


(=) +(*)-(®). 


ВС 
Теперь замфтимъ, что в = я, 


какъ и прежде, но = —с5а, 
Черт. 19. 
потому что въ настоящемъ случа$ с; а = — — : — = 1. Такимъ. 
образомь зп а-| ( — с5 а) = 1, откуда зп | с33а = [. 
А.Г. _0С. АЕ _ ВС. 
Ь БОА: о ОВ 
Л 159 ОВС, слёд. ол, = ВО; = —; 
А.Р . 00 В 
но Од: =—=-— 65 а ), ив —=—б5аи = зп я; такимъ образомъ- 
— за 65% 
— сова = т. откуда о 


*) Выражене — сз © по виду отрицательно, но по значению оно для 
второй четверти положительно, такъ какъ сз а здфсь имфеть отрицательное: 


значеше (напр. если & = 150°, то по 8 20 сз & = — и СЛЪД. — с8@& —= **) 


Воть еще н$сколько случаевъ подобныхъ этому: 1) с83100° имЗетъ. 


отрицат. значеше; 2) У зп 200°есть количество мнимое; 3) У — сз 100$ есть 
количество дфйствительное; 4) ]е (421 300°) возможенъ, потому, что {12% 
всегда положительно, но нельзя написать 1с (193 3005) = 2 0 {р 300°, такъ. 
какъ {6 300° имЪеть отрицательное значен!е; 5) если «>, то а. зп 100° > 
>. 51 100°, ноа. 51 200°< 6. 512009; ит. д, 

*) Получено изъ равенства с & = — =. 
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с) Л ОЕАо ОВО, поэтому ее зы те ; отсюда = = т 


ОЕ ОВ оС 
но 0д-= 85“, и и = — 65а; сл$д. м 
откуда 36%.03а =1. 
35*. КромЪ основныхь формулъ полезно замфтить еще слф- 
дующя, которыя можно получить уже какъ ироизводныя изъ нихъ. 
1) Перемножая соотвфтственныя части равенствь П и Ш 
($ 32), будемь имЪфть ВОВ М (УП). 
2) Дфля равенство Г на с3?а и примвняя ‘формулье-Н и ТУ, 


получимъ (если переставимъ слатаемыя первой части) 


1-65 а — 5624 (УП). 
8) ДЪля равенство [ на зп? и прим$няя формулы Ш и У, 
найдемъ 1-- С5?а = 05024 (УШ). 


Такъ какъь основныя формулы вфрны для вофхъ угловъ, то 
и новыя три, какъ ихъ слфдотые, имють такое же свойство. 

Замъьчене. Самостоятельно формула УТ получается изъ по- 
доб1я треугольниковъ, & формулы УП и УШ при помощи теоремы 
Пиевагора (изъ прямоугольныхъ треугольниковъ). 

36. Примъры опредъьленя однльжь триионометричеснихь 
функийй сх помощью другижь. 

Примърь 1. Выразить с$ х черезъ зп а. 

Рьшене. а) Изъ формулы [ имфемь с3?а = 1 — $п2а; слдов. 
абсол. величина сз равна абсол. величин квадратнаго корня 
изъ 1— 303. Означая черезъ У1Т— зп?а положительное значене 
корня!) и соображая знаки косинуса*) въ разныхъ четвертяхъ 


найдемъ: 1) для Ги ТУ четверти св а = У 1 — зпа и 2) для Пи 


Ш четверти сза = —У1— ва. 


5) Если кромЪ значенйя синуса ничего болфе не осно, 
то о знак косинус& можно сказать слБдующее: какъ при 


*) Мнемоничесий® замфчаше къ формуламъ ТУ, У и УП: функийе 
(одного и того же угла) равноудаленныя оть концовъ (ряда: зп, сз, 10, с, 
56, ©50) дают в произведени единицу. 

1) Въ такомъ же смыслЪ будемъ ставить знакъ У и далфе. 

2) Т.-е. положительность или отрицательность его значенй. 

3) Пусть напр. задача, поставлена такъ: дано значене синуса; требуется 
найти значеше косинуса, если онъ принадлежить тому же самому углу. 
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положительномъ, такъ и при отрицательномъ синус косинусъ 
можеть быть и положителень и отрицателенъ!); поэтому при 
всякомъ значеши п & можно удержать для сз оба, знака, и написать 
за = = УТ ви1а*). 

Примтърь 2. Выразить зп черезъ 1 а, если & оканчивается 
во П четверти. 

Рошение. 1-й способ. Изъ формулы П слБдуетъ зп я = {64.03 а; 
теперь опредфлимъ сза съ помощью формуль ПУ и УП: 


1 1 
Ве = ее А 
Вр И а 
12а 
подстановка въ первое равенство даетъ зп а = — — жж). 
ие У! -Е а ) 
2-й сп0с0бё. По формуламъ УШ и У[ имфемъ: 
1 1-2 а : 
2 = ‚2 —= — м р 
68024 = 1 -- 0402 и =1-- а ца отсюда на основани 
$02 а 


формулы У получимъ за = Такимъ образомъ зп о 


Т-- 09а 
12а 
и ———___ ИМФютьЬ одинаковую абсолютную величину; но во И 
У 1-Е ва 
четверти 5п« имфеть положительное значене, а {ва (и слБдов. 
вся дробь) отрицательное; поэтому для равенства дробь надо взять 


р. {2 а 
съ обратнымъ знакомъ, такъ что зп —= — — 6% 
У! 2 
3 : 
Примльрь 3. Дано 6 о т Вычислить функщи &. 


Рьшене. Начнемъ съ той функц, которая въ произведени 


съ данной составляеть единицу, — въ настоящемь случа съ ко- 


а 
тангенса: по форм. УТ получимъ с а = (- т}==$ Непо- 


1) См. $ 27, а также черт. 9. 

*) Приписывая & къ зп и 3, мы здфсь показываемъ только, что ви- 
нусъ и косинусъ принадлежить одному и тому же углу; но при И... 
значене «, конечно, иное, чёмъ при — И... 

*") Знакъ минусъ получимъ, разсуждая какъ раньше [прим. 1,а)]. 

***) Это равенство сз виду противорфчитъ положительности синуса 
во П четверти; но не надо забывать, что во И четверти тангенсь иметь 
отрицательное значене, а потому вторая часть равенства то значешю 
положительна, 
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средственно по тангенсу!) можно опредлить еще секансъ: & именно, 
по форм. УП будемъ имть 30%% = 1 +=; такъ какъ 
при отрицательномъ тангенсЬ секансъ можеть быть и положитель- 
ный и отрицательный?), то принимаемъ ант. Далфе по 


= 


‚ 4 
форм. ГУ находимъ с; я =1: (= г) == 5. Для опредЪленя зп 


па 
возьмем, формулу -__=щ4; при помощи ея получимь 


63% 
8 4 3 
ЗП % =. 63% = = +5) ==5. Наконець по форм. У 


А 3 5 
найдемъ с56 а =1: +5) == 


Итакъ, — соблюдая соотвфтстве знаковъ, — будемъ имфть слЪ- 
дующя 0ваз) ршевшя: 


фе | ща | $6 & | ва | 81 @ | ой 

В Е Е 
4 814 5 | 5 Е 

аи 


Замьчане. Для опредфленя зп формула П удобна тфмъ, 
что при ней получилось и соотвтътстве знаковь; между тфмъ при- 
мфняя формулу Т, пришлось бы знаки синуса и косинуса подбирать 
(въ настоящемъ случаВ они должны быть разные, такъ какъ тан- 
генсъ отрицателенъ)®. 


1) При имфющихся формулахъ, 
3) См. табл. $ 27 и черт. 11. 


3) Ср. въ $ 22 построеше для случая ща=— 1. 


4) Если бы знакъ тангенса не былъ извфетенъ, то въ знакахъ синуса 
и косинуса были бы возможны четыре комбинащи, 


х Ш. Формулы приведешя. 


37. Перемфна знака въ аргументф. Пусть х означаеть какой 
Злюдно уголъ; тогда — © будеть означать уголъ съ той же абсолют- 
ной величиной, но противоположный по знаку'!). Сравнимъ функ- 
ши этихъ угловъ, а для этого образуемъ оба угла отъ общато начала. 

Представимъ себЪ, что два подвижныхъ радуса отошли отъ 
общаго начала въ разныя стороны и — за исключешемъ этого — 
вращаются одинаково; тогда, если одинъ опишеть уголъ а, то дру- 
той опишетъ уголь —@. 

Но при сказанномъ услови подвижные рад1усы каждый разъ 
симметричны относительно горизонтальнаго д1аметра); поэтому 
горизонтальная проекщя у нихъ общая, а вертикальныя проекши 
равны, но ложатъ по разныя стороны центра; слБдовательно 
<; ([—м) и сза равны, а 5 (—&) и па имБють одинаковую 
абсолютную величину, но разные знаки, такъь что для равенства 
надо зп © взять съ обратнымъ знакомъ. Такимъ образомъ: 

зп (—2) =—зпа (1); (2-я =0а_. (2). 

ДЪля (1) на (2), а затфмъ наоборотъ, получимь: 

4 ([—-а= —№а (3); 0% (—“) =— 0% (4). 

ДЪля единицу на каждую часть равенства (2), а затВмъ на 
каждую часть равенства (1), найдемъ: 


$6 ([—а) =56е® (5); 056 ([—а) =—- 656% (6). 
) Напримёръ: если «= — 1050°, то —х=1050°; если а =40°, 
то — «= — 40°; ит. д, 


3) Т.-е. расположены такъ, что перегибая кругь по горизонтальному 
даметру, мы ихъ совмстимъ. 
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Итакъ, в» случаь косинуса и_секанса_ можно минять знакь 
‘арзумента, не измъняя птьмь значеня функши, а в остальныхь см]- 
чаяхь, мюняя знакь ариумента, надо вь то же время измьнить знакь 
передь функщей. 

Примъры. 1) & (—40°) = —4%40°; зс (— 40°) = зе 40°. 

2) 5 (—1570°) = — зп 1570°; 8 (—1570°) = с8 1570°. 

3) 6 300°= — в (—300°). 

4) с86 (& — 90°) = — сс (90°— а). 

5) НР (в ад, 

Х 38. Приведене тригонометрическихъ функщЙ всякаго угла къ 
чфуннщяиъ положительнаго остраго. Тригонометричесыя функщи 
всякаго угла весьма просто выражаются съ помощью такихь же 
или родственныхъ!) функшЙ угла положительнаго остраго. Пока- 


жемъ, какъ это достигается. 
1. Сначала пероходимь на положительный уоль меньший 


‘перода (& слЪдовательно меньший 360°); при этомъ надо различать 
„два случая: 

а) Если данный уголь положителень (и болфе пер!ода), то 
вычитаемъь изъ него достаточное число перодовъ?) ($ 30); напр. 


зп 1340°= зп 260° 1340 | 360 
1080 [3 
65 720°— 050 500 
48 1070°— 45 170 1070 | 180 
900 |5 
05 260°— с 80° —170 


Ъ) Если данный уголь отричателень, то прибавляемъь къ 
нему достаточное число положительныхь перодовъ3); напр. 


46 (—2200°) = 45 (—2200°-| 180°. 13) = 4 140° — == 

30 (—1080°) = зв (— 1080°- 360°.3) = 10 р 
252017 _ 

56 (—2600°) = 3 (—2600°-{ 360°.8) = зе 280°. — : 


1) Родотвенными тригонометрическими функщями называють: зп и $, 
$5 и с, 5с и с3с. 

2) Короче: беремъ остатокъ отъ двлешя даннаго угла, на, пер!одъ. 

3) Вычислеше производимъ такъ: абсолютную величину угла дфлимъ 
на перодъ и, если получится остатокъ, беремъ дополнене къ нему (до пер1ода). 
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[Другой способъ: сначала, измфняемъ только знакъ аргумента, 
& затБмъ поступаемь какъ въ а); напримфръ 46 (—1080°) = 
— 6 1030°—= — 45 130?]. т 

2. Имя уголь между 0 и 360°, пользуемся тфми острыми 
углами, на которые подвижнымь радусомъь дфлится соотвтствую- 
щШ прямой уголь между главными д1аметрами; такъ для 152° эти 
углы суть 28° и 62°, и можно перейти на любой изъ нихъ, по- 
ступая какъ будетъ показано далЪе. 

39. Чтобы замфтить, какъ прим$няются острые углы, обра- 
зуемые подвижнымъ радтусомъ съ главными д1аметрами, разберемъ 
нЪеколько примфровъ (при этомъ для синуса и косинуса будемъ 
дФлаль построене, а остальныя функщи выражать съ ихъ помощью). 

1. Пусть будеть ДАОВ=152°; тогда ДА, ОВ=62° и. 
СА. ОВ = 28°. 

а) Перейдемъ на 28°. 
Чтобы составить функщи это- 
го угла, надо сперва его 07- 
ложить оть общело начала: 
пуеть будеть АОБ = 28°; 


А, 


В 


Г 

проведя перпендикуляры ВС’ 

ы А д и ДЕ, получимъ равные тре- 
ро 0 Е угольники ОВС и ОБЕ. 


Черт»: 20, Линя ВС равна лини 
ЛЕ, слБдов. зп 152° имфетъ такую же абсолютную величину, кактъ 
и 51 28°; кромф того оба синуса одинаковы по знаку; такимъ 
образомъ 81 152° = 0 28°. 

Изъ равенства линй ОС и ОЕ*) слБдуетъ, что абсолютная 
величина сз 152° равна абсолютной величинВ с$ 28°; но 0$ 28° 
имфеть положительное значеше, & с$ 152° отрицательное; поэтому 
с; 152° равенъ с$ 28° взятому съ обратнымъ знакомъ!), т.-е. 

3 152° = — $3 28°. 
——„_—_.„С/— 
Изъ выведенныхъ равенствтъ, сл$дуеть (ср. 8 87): 
45 152° = — 4 28°)  ещ152° = — с 28° 
86 152° —— 56 28°; 656 152° = с56 28°. 


“) Изъ одинаковости ихъ длины. 


. 1) И наоборотъ: сз 28° равенъ с8 152° взятому съ обратнымъ знакомъ. 


(8 28° = — с$ 1529). 
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Ъ) Перейдемъ на 62°. Отложивъ отъ общаго начала Д АОЁ= 
62° и проведя перпендикуляры ВО и ЕС, получимъ равные тре- 
угольники ОВС и ГОС. 

0 Изъ равенства, линй ВС 
и О(+ слБдуетъ, что абеолют- 
ная величина 5п 152° равна 
абсолютной величин$ сз 62°; 
притомь об функщи поло- 
жительны; сл$довательно 

80 152° = 3 62°. 

Такъ какъ лишя ОС 
равна С, то абсолютная 
величина, с$ 152° равна, абсо- 
лютной величинЪ $1 62°; но 
5п 62° положителенъ, а сз 152° отрицателенъ; слдовательно сз 152° 
равенъ 51 62° взятому съ обратнымъ знакомъ, т.-е. 


63152° = — 51 62°. 
Изъ выведенныхъ равенствъ слфдуеть: 
46 152° = — 08 62°; 04152° = — 8 62° 
$6152° — — 650 62°; 636 152° = 56 62°. 


2. Пусть будеть Д АОВ= 
180° -- «. Поступая какъ раньше, 
найдемъ, что зп (180°- а) и 
0 (180°-{ «) по абсолютной вели- 
чин$ соотвфтетвенно равны $па 
и сз“; но эти функщи положи- 
тельны, а первыя дв отрица- 
тельны; сл$довательно 

зп (180°--х) = — па 
с (180°-{- а) = — за 

отсюда #6 (180° | ®) =ша*) 
> ит. д. 


*) Это равенство можно получить также по $ 31. 


Н, Рыбкинъ. Прямодинейная тригонометр!я. 3 


3. Для Д АОВ = 90° — а*) разсуждаемъ такъ: его функщи 
и фунвщи угла х одинаковы по знаку 
(положительны); слёдовательно остается 
сравнить ихъ абсолютныя величины. 
Соображая какъ въ примрф 1 Ь), 
найдемъ: 

п (90° — а) = сз ® 

68 (90° —а) = ца 
отсюда, 45 (90° — а) = сво; ит. д. 

(Вообще: функщи положительнаго 
остраго угла равны родственнымъ функ- 
щямъ его дополненя до 90°). 

40. Въ разобранныхъ примфрахъ обратимъ внимаше на сл$- 
дующее: примфняемые острые углы оба содержатся въ тр-кё ОВС, 
и отложеше ихъ оть начальнаго радуса вмстЪ съ послфдующимъ 
построешемъ равносильно перенесеню того же тр-ка въ новое 
положене; ‘при этомь вертикальный и горизонтальный катеты та- 
кими же и останутся, если построеше дфлаетея для угла, который 
быль при горизонтальномъ д1аметр%; если же примфняется другой 
уголъ, то съ перенесешемъ тр-ка вертикальный катетъ сдфлается 
горизонтальнымъ, и обратно. 

Въ первомъ случа$ названйя функщй сохранятся, во второмъ 
случаЪ данныя функщи замфнятея родственными. Далфе, вс три- 
гонометричесыя функщи въ ТГ четверти положительны; поэтому 
въ тЬхь случаяхъ, когда приводимая функщя имфетъ отрицатель- 
ное значеше, слфдуеть передь функщей остраго угла ставить 
минусъ. 


Черт. 23. 


Замльчане. Если построенемъ будемъ пользоваться не только 
для синуса и косинуса, но и для остальныхъ функщЙ, то тр-ковъ 
получимь три, и построеве, которое сдфлаемъ для остраго угла, 
будеть также лишь новымъ размфщенемъ тЪхь же самыхь тре- 
угольниковъ **). 


*) Для такого угла излагаемый переходъ имфеть цфлью или измёнить 
назваве функщи или уменьшить острый уголъ (если 90° —«>а). 

**) Предлагаемъ учащемуся сдвлаль соотвфтствующе чертежи (для 
первоначальнаго угла, и обоихъ острыхъ — на отдёльныхъ равныхъ кругахъ). 
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41. Правило. Изъ $$ 39 и 40 вытекаеть слБдующее практи- 
ческое правило. Переходя на острый уголь, надо: 1) поставит 
минусь передь функщей остраго узла, если приводимая функщия 
отрицательна; 2) удержать названле приводимой функши, если 
острый уюль взить съ зоризонтальнаю баметра, или замънить 
приводимую функцию родственной, если острый уюль взять сь верти- 
кальнало Яаметра. 


Примтры (примфненшя правила). 
1. Привести къ острому улу сд 800°. 


Данный уголъ переходить за вертикальный дламетрь на 30° 
{300° —= 270° -+- 30°) и не доходить до горизонтальнаго на 60° 
{300° = 360° — 60°). ИмВя въ виду это и зная, что сё 300° отрица:- 
теленъ, получимъ: а) с 300° —= — %30°иЪ) ср 300° = — сё 60°. 

2. Привести сс 170° ко острому уалу не превышиенощему 45°. 

Такимъ угломъ служить уголь 10°. ИмЪя въ виду, что это 
есть уголь при горизонтальномъь даметрф и что с3с 170° положи- 
теленъ, найдемъ с5с 170° — ос 10°. 

3. Преобразовать функши фла 270°—а (предиолелая 0 < х 
< 90°). 

Уголь я здфеь считается отъ вертикальнаго даметра; изъ 
функц даннаго угла (ШГ четв.) положительны только тангенсъ и 
котангенсъ; такимъ образомъ 


п (270° —&) = — сза; 65 (270° —х) = — па 
45 (270° — а) = ва; св (270° — х) =ща 
86 (270° — а) = —с36& — 636 (270°— а) = — ва. 


42. Итакъ тригонометричесвя функщи всякаго угла приводятся 
къ функщямъ угла положительнаго остраго; при этомъ, благодаря 
двоякому его выбору, всегда возможно приведенше къ углу не пре- 
вышающему 45°. 

Въ сл5дующихъ примфрахъ примфняются совмЪстно 5$ 38 и 41. 


1) 1 2050° = 5п 250° = — вп 70° о = 
= — 6320° 550 

2) 18 (—1575°) = 45° [$ 38, 15)] т о 
—= с 45° . 185 


или — по другому способу: 


4 (— 1575°) = —18 1575° = — 16 135° = — (— 45°) = 45° 


— — (— 082 45°) = с 45°. 
эж 
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43. Для послБдующаго прилагаемъ таблицу, въ которой сд%- 

лано приведенше къ острому углу (*) во всфхъ случаяхь между 
0 и 360°. 


| | 5п к {5 645 36 686 
90° — сзх | 5х | сх т 636а | 56% 5—а*) 
90° сз а вла —оа| — ща — 56 %| 36а | 5-Еа 
180°— я | па | —с3я| — ща —с%а —364| 56а | т^а 
И Ре — 03| вх | са | а ева к-та 
1910°— в —05 “| —5п5х| а | ша ева са ка 
270°--® |—с5%| зпа |-—00а —№Ша| с56а а За 
360° —« зла 63 г. 562 Нево 


`` 44. 0бщность формулъ приведеня. Формулы, полученныя въ 
$$ 37 и 43, —такъ называемыя формулы приведенля, — обладаютъ 
общностью, т.-е. вёрны при всЪхъ значеняхъ и **). Докажемъ это. 

Для формулъ $ 37 доказательство уже имфется, такъ какъ 
при ихъ выводЪ значеше х ничЪмъ не было ограничено. 

Но составляя таблицу 8 43, мы означали черезь & уголь 
положительный острый; теперь разберемь тф же виды аргумента, 
оставляя уголь а совершенно произвольнымъ. Достаточно сдЪлать 
это для синуса и косинуса: остальное получится какъ слБдетве; 
кром5 того формулы, содержашйя разность, {можно вывести изъ 
формулъ для суммы, разъ общность ихьъ будеть доказана: такъ, 


*) Такъ будемъ имть: зп 5— а) — 03а; 0$ (п-- а) =— 05а; ит. д, 
**) Такъ въ таблицВ $ 43 значится зп (270° -|- &) =— 0зх въ пред- 
положени, что 0<а< 90°; но подставляя напр. & = — 500°, получимъ. 


п (270° — 500°) = — с$ (— 500°), что оказывается также вфрнымъ. 
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если формула с$ (90° -- я) = — па есть общая, вЪрная для суммы 
90° съ какимь уодно угломъ, то взявъ 90° въ сумм$ съ угломь — а, 
получимъ с$ [90°-|- (—а)] = — вп (—а); преобразуя же 90° -{- (— а) 
и примфняя ко второй части общую формулу зп (—&) = — пя, 
будемъ имЪть 0$ (90° — а) = па. 

Случаи въ аргументВ приводимой функщи для доказательства 
видоизмфнимъ и распредЪлимъ такъ: 


1) 4+ 180°, 2) —я--360°, 3) Еа-+-90° и 4) +а-+-270°, 


Переходимъ къ самому доказательству. 
45. 1. а) Какой бы ни былъ уголъ, отъ присоединен я къ нему 
[* че | 2 
180°. подвижной радусъ перейдеть въ противоположную четверть 
и составить одну прямую съ прежнимъ своимъ положешемъ (или: 
конець дуги перейдеть въ точку даметрально противоположную); 
слБдовательно синусъ и косинусъ сохранять абсолютную величину, 
а знаки обоихъ измфнятея1); поэтому 
п (180° -{ *) = — па 
с (180° -- *) = — сза 
Ь) Прим$няя эти формулы къ углу —&, получимъ : 
п (180° —х) = — зп (— 2) = зп 9 


68 (180° — 2) = — сз (—а) = —сза. 7 


7. 


46. 2. Уголь —х-|-360° имфеть общя стороны съ угломь — 2; 
поэтому 
зп (360° — я) = п (— а) = — па 
68 (360° — а) = с$ (—) = сз я. 


47*. 3. а) Если къ какому-либо углу прибавить 90°, то по- 
движной раджусъ перейдеть въ слБдующую четверть и составить 
съ вертикальнымь даметромъ такой же уголь, какой раньше со- 
ставляль съ горизонтальнымь даметромъ, и наоборотъ; поэтому 
его новая вертикальная проекщя равна прежней горизонтальной, 
& новая горизонтальная проекщя равна прежней вертикальной. 
Отсюда, слБдуетъ, что зп (х-- 90°) и сз (*-+ 90°) имвють такую же 
абсолютную величину, какъ сзх и зпа. Что же касается знаковъ, 


1) То же самое происходитъ и при вычитани 180°, вообще‘если при- 
бавляется или вычитается нечетное число полуоборотовъ. 


В 


то они таковы (вЪ зависимости отъ четверти, гд$ оканчивается 


с К а а 
И] 


а 90°| $п | @ вх -- 90°| с8 | п а 

ГЕО | к ] ла ЗИ Е 

| И ит, И ИГ 

Ш | — | о В 
ТУ ее | 2"! Ту И 

| | + | т ВО 


Видимъ, что зп («-- 90°) и сза имфють всегда’ одинаковые 
знаки, а с5 («-- 90°) и зп противоположные. 


Такимъ образомъ п (90° -- а) = сз я 
сз (90° х) = — вп о. 


Ь) Примфняя полученныя формулы къ углу — а, найдемъ 
зп (90° — *) = 08 (—%) = 63%. 
63 (90° — а) = — 81 (—4) = 30а. 

48*. 4. а) Если къ какому-либо углу прибавить 270°, то 


подвижной радтусъ измфнить евое положене такъ же, какъ отъ по- 
ворота на — 90°. Поэтому вертикальная и горизонтальная проекщи 


обм$няются длиной (ср. 6 47), такъ что абсол. величины зп (&-|- 270°). 


и с3 («-- 270°) соотвфтетвенно равны абсол. величинамъ .с$ & и 5па. 
Чтобы сравнить знаки, предположимъ конецъь & послфдовательно 
въ каждой четверти: 


а-—- 270? 5п (и [1 
| 
[У | - 1 
1 | — ПИ 
П | — | Ш 
| Ш | | ТУ 


Видимъ, что зп (&--270°) и сзх имфють. всегда противо- 
положные знаки, а с$ (« -- 270°) и зпа одинаковые. 
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Такимъ образомъ зп (270°- а) = — сза 
6$ (270° Ра) = 5па. 
Ъ) Подетановка угла — я даетъ 
$1 (270° — а) = — 0$ (— а) = — сза 
6$ (270° — а) = зп (—&) = — па. 

49. Итакъ, дЪлая выводъ въ общемъ видф, мы получили 
тавя же формулы, кавя содержатся въ таблиц $ 43. 

Въ задачахъ, — чтобы припомнить формулу,— надо сперва 
представить себф х между 0 и 90° и примфнить правило, данное 
въ $ 41. 

Примльры (на $$ 44 — 49). 

1) Привести 19 (90° -- 800°) къ углу 300°. 

Если бы вмфето 300° быль острый уголъ, то онъ былъ бы 
при вертикальномь даметрЪ, и кромф того 45 быль бы отрица- 
теленъ; слфдовательно надо писать 5 (90° | 300°) == — сё 300°. 

2) Преобразовать зп (х — 270°). 

ИмБемъ: п (х— 270°) = — 51 (270° —а) = — (— сз &) == сза.. 

3) Преобразовать сз («-- 180°.т), здъ в есть неопредъленное 
айьлое число. 

а) Если и четное = 2%, то с$ (а -|- 180°.2%) = сз (я -- 360°.1) 
= 68а; Ъ) если же » нечетное =2#-{ 1, то сз [«-| 180°. (2% -1)] 
— 6$ (180° -|- «-- 360. #) = с$ (180? -{- <) = — за *). 

Эти два случая можно объединить въ формул 

6$ (#- 180°. ») = (—1)". ева **). 


*) Или: а) при ® четномъ концы дугъ & -{ 180°. виа совпадаютъ, и 
потому сз (& -| 180°. п) =сза; Ъ) при и нечетномъ концы дугъ @ -# 180°. + 
и & даметрально противоположны, и потому с$ (а -- 180°. %) = — сз а. 

**) Такъ при я = — 4 получимъ: с$ [ах + 180°. (—4)] = (—=1)-#. сз а 


или с$(х— 180°.4) = Ся 08% = 3%; ит. п. 


ТУ. Примзнене таблицъ къ вычиеленю тригоно- 
метричеекихъ выражен и къ нахожден!ю угловъ. 
Получене угла въ общемъ видФЗ. 


50. Вычислеше нфкоторыхъ выражен, содержащихъ тригоно- 
метрическя функщи. Разберемъ нЪсколько примфровъ на примф$нене 
тригонометрическихь таблицъ; при этомъ будемъ пользоваться лишь 
обыкновенными таблицами, т.-е. такими, которыя содержать логариемы 
тригонометрическихь функщЙ (для угловъ отъ 0 до 90°) *). 

Какъ найти логариемъ функщи, если данный уголь острый, — 
излагается во введеши къ таблицамь, а потому здфсь не будемъ 
повторять этого, предполагая, что учащийся уже освоился съ этимъ 
случаемъ при помощи самыхъ таблипъ. 

Примъры. 1) Вычисмить 4 19°50/24", 

По тригонометрическимъ таблицамъ найдемъ 15 4 19°50/24” — 
9,55728 — 10; къ этому логариему ищемъ соотв тствующее число !); 
получимъ {6 19°50/24” — 0,36081. 

2) Вычислить х = с; 862°30/23/, 

ИмЪемъ: с5 862° 30/23” — 05 142°30/ 23" — — 5152930" 23”; 
такимъ образомь х=— — $1 52°30/23” или —д— п 59°30/ 931, 
Теперь возьмемъ 16 (—4) = 16 зп 59°30/ 23" — 9,89950 — 10; 
отсюда: —1==0,79342 или х = — 0,79342. 

Итакъ 03 862° 30/23” — — 0,7942. 


*) Есть еще таблицы, гдЪ помфщены не логариемы функщй, & самыя 
функщи (такъ назыв. зпаблицы натуральныхь трилонометрическить вели- 
чинз). 

1) Предполагаемъ, что учащийся уметь уже примВнять таблицы 
логариемовъ чиселъ. 


РЕ 
.3) Вычислить У19:325° *). 
Имфемь: У42325° = У (— 4 35°) = И{в35° — 4 35°, _ 
ДалЪе поступаемъ какъ въ примфрф 1. 
4) Вычисмить х = У 3т*205°. 
Имфемь:/302055°—У/ Сп 25°) = — 18255 — —/308 258; 
такимъ образомь 2 = —/з1895° или — 2 == И 308959. 
Далфе поступаемъ какъ въ примЪфрЪ 2, а именно: находимъ 
15 (—2) =0,6.15 81 25° =9,77557 —10; отсюда: —2 = 0,59644; 
д = —0,59644. \ 
Итакъ У309205° — —0,59644. 
5) Вычислить Ис 156°. 
Имфемъ: Ус 156°—=И— 45 24° ={И 24°; съ помощью 
таблиць найдемь Ис 24° — 149869. 
Итакъ Ис 156$ — 1,49869 &. я 
51. Нахождене табличнаго угла. Для этой цфли данное зна- 


чеше функщи должно быть положительное. Уголь опредфляють. 


по лозариему функщи. 
Способъ этого опредЪленя излагается обыкновенно при са- 


мыхъ таблицахъ; поэтому здфсь будемъ считать его уже извЪстнымъ 
учащемуся и ограничимся только примфромъ. 

Примтьрь. Найти табличный уголь 2, если с8 4 = 0,52437. 

Сначала возьмемъ 15085 =9,71964 —10; пользуясь этимъ 
логариемомъ, получимъ х = 58° 22’ 26". 

52. Нахондеше угловъ, содержащихся между О и 360°. Въ этой 
задачЪ будемъ пользовалься построешемъ подвижного радуса ($ 22) 
и формулами приведения ($ 41). Разберемъ отдфльные случаи на ‚при. 
мЪфрахъ, при чемъ, для удобства, удержимъь т же самыя значен!я 
функщй, кашя были взяты въ $ 22 **). ВК 

Изъ построен видно, что между 0 и 360° получаются каждый 
разъ вообще два угла: въ слБдующихь примфрахъ будемъ ихъ 
обозначать черезъ 2, и 2,, а табличный уголъ черезъ $: _ 


*) Здфсь и въ сл6дующихъ примбрахъ значеше корня предполагается 


просттйшее. - 
**) Въ послёдующемъ изложени надо имЪть въ виду чертежи $ 22. 


— 
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и. к 
ма / Примтъры. 1. а) па. Между О и 360° имфемъ 2, = 
а 180° — $; уголь ф опредфлится изъ условя в2=2*) 


| Такимъ образомъ найдемъ х, == 36° 52’ 11” и 4, = 143° там 


= 


1 
5) п2= —-. Полагаемь а, = 180°-- и 2, = 360°— 6; 


\ 


м — — * 1 
тогда $пх=—— $19; сл6довательно пф=., откуда ф=30°. 


Такимъ образомъ 2, = 210° и = 330°. ` 


/ 2. а) ве. 


о 


> 
м Отсюда: 2; —= 70° 31'43” из, = 289°28' 17”, 
| 


2} 


4 
5) р Полатаемь з, = 180° —ф и 2, = 180°-|- $; 


; Тогда 684 = — 6$ ф; олдовательно с3ф == ъ откуда, ф = 36° 52' 12” 
5 2’ 12”. 


р 7] 
а ‚ /  Такимъ образомъ д = 143°7'’48” и 2% =216°52' 12". 
/ 3. а) Шх==2. Полагаемъ 9) =ф и 4, = 180°--ф. Вычис- 
} ливЪ $ по 8ф=2, получимъ 2, = 63° 26' 6” и д) = 243° 96' 6". 


Полагая а, = 180°—ф и = 360°— $, 


\ будемь имЪть в=— $; сл$довательно = откуда 


| Ф= 36°52'12". Окончательно: 2, = 143° 7’ 48" и 2, = 323° 7’ 48". 
\ 4. а) ых = 1. Имфемъ: 2, =ф и 2, — 180° + $; 6®р=1 


ж 
им / — 459. <) не о 
к ф=45°; д, =45 и <, —=225°. 


‚и о 
‹ ь Ее 

хе ) ва = 3. Полагаемъ 2, = 180°—фи 2, = 360°— 9; 

} тогда све еще; с ие 
ы : 8$; слБдовательно = 5’ откуда ф= 
/ 56°18' 36". Такимъ образомъ 2, =123° 41’ 24” и 4, = 303° 41' 24" 
( 5 и 6. Въ случаЪ секанса и косеканса слфдуеть переходить 
- косинусъ и синусъ. Напримфръ, если дано 56% ==—2, то сна- 

1 
ала беремъ 654 —= —- и отсюда уже найдемъ 120° и 240?. 


| 


*) зп ф= 0,6; 12 $пф = 9,77815 — 10; ф== 36° 52' 11". 


нь 


Имфемъ: 2; =фи 2, = 360°— 9; 9—1. 
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Правило. Изъ сдфланнаго разбора примфровъ вытекаетъ слф-! 
дующее правило: берем» для функии только абсомотную величину 
даннаю значеня и находимь табличный узоль; искомые дли полу- 
чимь, если отложимь найденный оль оть оризонтальнало даметра | 
в тльть четвертяхь, дъ функщя иметь данный знакз. \ 


УЗ. УЗ, получимъ 


Пусть, напримвръ, зп2==— -5_; взявЪ зп ф = 5 


ф= 60°; синусъ отрицателень вь Ш и ТУ четверти; сл$дова- 
тельно, согласно правилу, будемъ имфть: 2, = 180°-{ 60° = 240° 
и 2, =360° — 60° = 300°. те ХЕ 

Замльчелие. Въ предыдущихъ примфрахъ уголь Ф вездЪ былъ 
введенъ такъ, что назваше функщи сохранялось; но, конечно, 
равно возможенъ и другой переходъ. `` 


Наприм$ръ, имя ме- КИ 5—1), удобно положить 
яж, = 90° и 2, =270°—2; тогда найдемъ: 8х =— 319; 
п 
чиф= 4(И 5—1), ф= 18; 2, = 108° и 2, = 252. 
Для этого способа ` предыдущее правило измфнится въ слБ- 
дующемъ: если абсолютная величина даннаго значемя функци 


берется для родственной функщи, то найденный табличный уголъ 
ры 
откладываютъ отъ вертикальнаю даметра. 


ПЕ = 
Пусть напр. с8% = — у? — У 2. Тогда соображаемъ такъ: 


АР 
5И?—И 2 есть зп 22° 30';`косинусъь отрицателенъ во Пи Ш 


четверти; поэтому будемъ имфть х, = 90° -{- 22° 30' = 112°30'’ и 
д, = 270° —22° 30' = 247°30'. 

53. Общ видъ угла для данной функщи. Если дано значене 
какой либо одной функши, то ему соотвфтствуютъ два положешя 
подвижного ращуса; изъ нихъ на каждое приходится безконечный 
рядь угловъ; такимъ образомъ уголъ, соотвфтствующ данному зна- 
ченю функщи, можеть имфть безконечное число различныхъ значенй. 
Найти общий вид» угла значить составить формулу (или нЪсколько 
формулъ), по которой можно получить всъ эти значеня. 

мы, 

54. Положимъ, что сдфлано построее и мы получили два 

подвижныхь рад!уса; пусть будеть а какой-нибудь уголъ, соотвЪт- 


( 
© 


\ 
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ствующ первому подвижному радтусу, и В уголъ, соотв тетвующй 
второму подвижному радусу!). 

Тотда во углы, содержаще первый подвижной радусъ, вы- 
разятся формулой х-|-360°. п, а вс углы со вторымъ подвижнымъ 
ражусомъ войдуть въ формулу В -- 360°. **). Такимъ образомъ сово- 
купность формуль х-- 360%. п и 8 --360°. представить р$ёшенве 
вопроса: давая п воБ цфлыя значеня отъ — со до + <, мы по- 
лучимъ всЪ значеня искомаго угла (въ видЪ двухъ прогресс). 

55*. Только что изложенный премъ есть совершенно общий. 
Теперь покажемъ: 1) какой выборъ хи В наиболье удобенъ въ при- 
м5нен1яхъ**) и 2) камя возможны упрощеня въ формулахъ въ за- 
висимости отъ свойствь самой функщи или отъ особенностей дан- 
наго ея значеня. 

1) Что касается х и В, то беруть значешя съ наименьшей 
абсолютной величиной, хотя бы и отрицательныя; 2) упрощене 
формуль состоить въ томъ, что вмфото двухъ различныхь про- 
гресай можеть получиться только одна. 

Перейдемъ къ разбору отдфльныхь случаевъ Я) 

56. Примфры. Въ послфдующемъ черезъ ф означенъ табличный 
уголь и предполагается, что уголь х пе абсолютной величинВ не 
болфе угла В. 


Черт. 24. Черт. 25. 


1 
1. а) вх = 5’ 0$ 52 найдемъ я = 30° и В = 150°; слЪдов. 


будемь имфть 2, = 30°-|- 360°. и и 2; = 150° -|- 360°.». Эти двЪ 


` 


1) Таковы напр. углы, находимые въ $ 52. 
*) См. $ 10. 

**) Къ теори и задачамъ. 

3) 56 и с3с разсматривать не будемъ. 
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прогресфи соотвфтствуютъ: одна исключительно точкз М, другая 
исключительно точкЪ Р; покажемъ, что рядъ, который содержалъ бы 
въ искомыя дуги, уже не будеть прогресоей. ДЪйствительно, на- 
чавъ напримфръ съ дуги 30°, пойдемъь въ об стороны, не про- 


`° пуская ни М, ни Р; получимъ: 


' конецъ дуги |....| Р М , р ирРрР м Р 
дуга |... — 5705—3309 —210$| 30° | 150° | 390° 510? |._ | 


Велфдотве того, что ОМи ОР не составляютьъ одной прямой 
линш, послфдовательные переходы здЪеь не равны (чередуются 
120°и 2405); такимъ образомъ одной прогресеи не получимъ. 

Сказанное относится и къ остальнымъ случаямъ, въ которыхъ 
подвижные радГусы составляютъ ломаную линйо. 


ъ) па = — | Полагаемь а=—ф и 9=— (180°— 5$); 
отсюда: зп ф = > ф= 53°7'48”. Такимъ образомъ: а = — 53°7'48"; 
В = — 126°52/12". Полное рьшене есть: 2, = — 53°7'48" | 360°. и; 
4; = — 126°52'12” 4 360°. п. 


Черт. 26. Черт. 27. 
1 п : . 1 
2. а) 82 =. олучимъ: &=ф, = — д; =, 


9 = 70° 3143". Такить образомь 2, = 70° 3143" | 360°. и и 
д, = — 70° 31' 43" + 360°. п. ь 


Ь) аси? ИмЪемъ: а = 180°— 9, В = — а, 08ф = 


из $=45°; а =135°, В = —135°. Полное рЬшене ееть: 
1; = 135° + 360°, и; 1, = — 135°-| 360°. и. 


46 


3. а) %2=УИ3. Такъ какъ въ случаз тангенса подвижные 
радусы составляють одну прямую, то подбирая дуги послЪдова- 
тельно !), образуемъ рядъ, въ которомъ разность дугъ вездф оди- 


Черт. 29. 

накова, а именно 180°. Возьмемъ за, исходную дугу 60°; прибавляя 
къ ней по 180°, получимъ рядъ дугъ въ одну сторону; а вычитая 
по 180°, получимъ рядъ дугь въ другую сторону: 


р 


| конець дуги |....| Р | Р МЮ Р м. | 
| дуга |....|-—- 4809 — 300 — 120°] 60° | 240° | 420° | 600° |... 


Имъемъ прогресею съ разностью 180°; воф члены ея ‘можно 
получить по формулБ х = 60° -+ 180°. ». 


Черт. 30. Черт. 31. 
1 
о) #х=— 5*). Полалаемь «=— $; тогда вф= ь › 
$ = 26°33' 54”; слБдовательно & = — 26°33'54". Подобно предыду- 


щему найдемъ х = — 26°33'54" + 180°. и. 


1) Т.-е. идя въ одномъ направлени и не пропуская ни М, ни Р. 
*) Сюда относится черт. 29. 
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о 
4. а) их. Находимъ х = 56°18’36”. Разсуждая теперь 


такъ же, какъ въ случа тангенса, получимъ 2 = 56°18'36” -|- 180°.». 

Ь) св 5= — 1. Имфемъ: а = —$; р =1, э= 45°. Подобно 
предыдущему х = —45° -{- 180°.и. 

57. Итакъ для тангенса или котангенса углы получаются 
всеада въ одной прогресеш, съ разностью 180°. Какъ исключеще 
можеть получиться одна прогресея и въ случаЪ синуса или ко- 
синуса'); вообще же для нихъ углы распредляются въ деъ про: 
гресош, съ разностью 360°. 

Раземотримъ теперь упомянутыя исключеня. 

58. а) зп 2 = 0. Нулевой синусъ соотвфтствуетъ концамъ гори- 
зонтальнаго даметра, слфдовательно встрЪчается черезъь каждые 
180°. Разсуждая какъ въ случа тангенса, найдемь х = 0 - 180°.п 
или, короче, х == 180°. м. 

5) п2=1. Соотвфтетвующее положеше подвижного рад1уса 
только одно (иногда его разематриваютъ кажъ слитное); поэтому и 
получится только одна прогресся, съ разностью 360°. Такъ какъ 
© —= 90°, то д = 90° -|- 360°. и. 

с) зп 2 = — 1. Разсуждая какъ въ Ь) ‚ будемъ имфть: х = — 90°, 
2 = — 90° 360°. п. 

9) сзх=0. Это значеше косинуса соотвфтствуеть концамъ 
вертикальнаго д1аметра, сл$довательно встрЪчается черезъ каждые 
180°. Разсуждая какъ въ случаЪ тангенса, найдемъ: а — 90°, 
д = 90°-- 180°. и. 7 

е) с5х —1. ЗдЪеь только одно положен!е подвижного раджуса. 
Получимъ: &«=0, х=0 -- 360°. » или х=360°. и. 

Ю с52= —1. Случай однородный съ е). Будемъь имфть: 
а = 180°, х= 180°-1 360°. и. 

59. Замфчане. 1. Въ $56 п.1 углы, соотвфтетвующе данному 
синусу, были собраны въ дв прогресс; но ихъ можно выразить 
и одной формулой. Сдфлаемъ это. 

Вь п. 1 а) получено: 2, == 30° -- 360°. ® и, = 150° + 360. #; 
но 30° -- 360°.» = 30° -|- 180°. 2п и 150° +- 360°. * — 180° — 30° -- 
360°.и —=— 30°-|- 180°. (2-1). Знакь при 30° зависить здфсь 


1) А именно въ случаяхъ: 51 2—0; 1; —1и с32=0;1; —1 ($ 58). 


__ 48 
/ оть четности (2%) или нечетности (2® +1) множителя при 180°; 
Эту зависимость можно указать съ помощью степени отрицательной 
единицы: & именно, полагаемъ х = 30°. (— 1)" + 180°. п, означая 
черезь 7% неопред$ленное пфлое число, безразлично четное или 
нечетное!). 


Въ п. 1 Ь) получено: 


21 — — 587748" -- 360°.п и а, =— 126°52'12” 4 360°. и, 
Преобразуемъ эти выражения: 
2, —= — 53°7'48" -- 180°. 2; 


2: (180°— 53°7'48) +- 180°.2п = 537748" 4 180°. (2—1). 
Теперь подобно предыдущему находимъ 
#= (—53°7'48").(—1)"- 180°. т. 
П. Формулы, полученныя въ $56 для случая косинуса, часто 
пишутъ слитно: такъ будемъ имфть: 
\ Ви. 2 а) == 70°31'43" -- 360°.п, 
у" п. 2 Б) & = = 135° = 360°.*). 


1) Развертывая новую формулу, получимъ уже не прогресс!ю, но тотъ 
рядъ, который приведенъ въ $ 56 п. 1а). 


[2 т —870° | —830° | —210° | 80° |150 | 390? | 510° |... | 

[= | О ВЫ Е Е И 
*) Примфняя эту формулу, получимъ слвдующий рядъ: 

| = —495° | —225° | —185° | 185° | 225° | 495° |... | 

а а 9 1 


Здфсь каждому значению ® соотвфтоствують два значеня д. 


У. Формулы сложен]я аргументовъ, вычита я, 
умножен1я и д®лен1я. 


2х 60. НЪкоторыя изъ теоремъ о треугольникф. Сюда мы пере- 
носимъ четыре теоремы изъ отдфла о рфшеви треугольниковъ: 
это дфлаемъ для вывода, помфщеннаго въ $ 64; 

Сначала укажемъ новыя обозначеня; а именно: во веякомъ 
треугольник$ (АВС) принято обозначать величину угловъ тфми же 
буквами, какъ и вершины (А,В,С), а длину противолежащихъ сто- 
ронъ одноименными малыми буквами (4,6,6); при этомъ обыкно- 
венно предполагаютъ, что стороны измфрены одной и тюй же 


единицей. 


Перейдемъ теперь къ теоремамъ. 


61. Теорема |. Калеть равень зипотенузъ, умноженной на си- 
нусь противолежащиго 1), уела. 


Теорема И. Катеть равень итотенузь, умноженной на коси- 


нусь прилежащимо ?) угла. 


В 
с \ 
Ч. 
| 
р: 

ы ъ С 

Черт. 32. 
1) Катету. 


3) Къ катету. 


Доказ. Сдфлаемъ уголь А цен- 
тральнымъ, описавъ между его сторо- 
нами дугу радусомъ с, 

По опред5леню синуса и коси- 


а ь 
нуса получимъ = 4 и_=0 А; 


отсюда а=с.зА (теор. 1) 
и $—=с.63А (теор. ЦП). 


Н, Рыбнинъ. Прямолинейная тригонометраа, 4 
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62. Теорема 1. Во всякомь треузольникь сторона равна да- 
метру описаннало круа, умноженному на синуеь противолежалщело 
узла (а=28В.зп 4). 

Доказ. Противолежащй (сторо- 
нз) уголь можеть представить три 
случая, которые и разберемь от- 
ДЪлЬно. 


1) Уголъ А острый. Вклю- 
чимъ а и 22 вь одинъ треугольникъ, 
напр. ВОС. Такъ какъ уголь ВСР 
прямой, то по теоремв 1 


а=28.зп 0; 
но д=А*); слдовательно 
а=28.3п А. 


2) Уголъ А тупой. По- 
ступая какъ раньше, найдемь (изъ 
прямоугольнаго треугольника ВСЕ) 

а=2В.51й; 


но Е-|- А=180°, сл5довательно зп Е 
= 51 4 (5 39); подставляя получимь 


а=28В.51 А. 


3. Уголъ А прямой. Фор- 
мула распространяется и на этоть 
случай, какъ предфльный для раз- 
Черт. 34. смотр$нныхъ. 


Замьчанйе. Доказанную теорему выражають еще такъ: орда 
равна Фаметру, умноженному на синусь опирающелося на нее 
вписаннало ла. 


63. Теорема 1М. Во всякомь треугольник } сторона равна сумм 
двузь дручить сторонь, соотвтьтетвенно умтоженныхь на косинусь 
ума, образуемало съ первой стороной (а {е.с3 В 6. 50). 


Доказ. Разсмотримъ отдфльно три! случая въ углахъ при 
первой сторон. 


*) Тоть и другой измфряется половиной дуги ВО. 


1: 
1) Случай двухъ острыхъ угловъ. [| Проведя высоту 
АЛ, будемъ имфть 


Р=с.с8В и Ор=Ь.с81. 

_ Чтобы исключить уу, зал 
мьтимъ, что у-- С = 180°, 
а потому 6$] = —68С 
(см. подетрочное примфчане 


Черт. 36. 


къ $ 39). Подетавляя получимъ 
а=с. 03 В [р. (—6$ 0] =с.68В --6.68 0. 
3) Случай прямого уг/а не требуеть особаго доказатель- 
ства, такъ какъ онъ предфльный/для каждаго изъ разсмотр$нныхъ. 


64*. Синусъ суммы двухъ угловъ (или” дугъ). Докажемъ, что 


зп (-- В) \-впа . 038 еза, в (ил 


питты миниания р 
каковы бы ни были значешя\ о и В. 


1.1% 


Доказ. Пусть будуть & и Вдоь дуги любой величины и знака '). | 7.3 И 1 


По окружности произвольнаго радтуса опишемь иосльдовательно 
2% и 28*): пусть будуть А и В’начало и конецъ дуги 2%, ВиО 
начало и конець дуги 28; тогда А и С будуть начало и конець 


дуги 2а-- 28. 


1) Напримвръ х = 600°, В = — 130° и т. д. 
*) ЦФль удвоешя дугъ будеть видна впослёдотв!и. 
4* 
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1. Хорду, соотвфтствующую суму дугъ, выраёимь съ по- 
мощью хордъ, соотвфтствующихь сладаемымъ дугавть: & именно 
по $ 63 найдемъ / 

тЫ 

Выразимъь здфсь стороны тре- 
угольника черезъ/маметръ описаннаго 
круга: 
НА 28.31 В= 
отсюда зп 


В.5пС.5 А2В.зпА.с30; 
зп С. 3. А-- сз С. зп 4. 
Такъ|какъ В--(С- А) = 180°, 
то зп В = (С-- 4), и предыдущее 
равенство/замнится такимъ: 


с; С.зп А *). (М) 


Черт. 37. 
п (С 4) = 0. «А. 


П. Перейдемъ теперь оть И треугольника АВС къ дан- 


нымъ дугамь @ и В. 


Углье Си А измфряются полови- 
нами своихъ внутреннихь дугъ, — ири 
услови, что въ этихъ дугахъ берется 
только абсолютная величина; но чтобы 
вязать же дуги съ “ и В, надо 
въ нихъ различать и направлене; а оно 
зависить оть положешя точекъ Ви С 
относительно точки А. Раземотримъ 
эту зависимость. 

ЗдЪеь возможны два случая: пер- 
ВЫЙ представленъ на черт. 37, а вто- 
рой на черт. 38**). ВЪ обоихъ случаяхъ внутренн!я дуги угловъ 
Си А имфють общёя/крайвшя точки съ дугами 24 и.28; а потому 
можно будетъь примфнить $ 10, если мы въ упомянутыхъ внутрен- 
нихъ дугахъ крайшя/ точки будемъ различать мак же, какъ въ 2а 


Черт. 38. 


*) Эта, формула имЪеть уже требуемый составъ, но она доказана, пока, 
только для угловъ треугольника. 

**) Эти случаи можно выразить такъ: идя изъ точки А по окруж- 
ности въ опредфленномъ направлении, напр. въ положительномъ, мы встр®- 
р _ сначала точку В, а потомъ С (черт. 37), или же наоборотъ 
черт. . 


53 / 


и 28, т.-е. если одну дугу будемъ считать А къ В, а другую 
оть В къ 0. Итакъ, раземотримь дуги АДВ/и ВЕС*): на черт. 87 
он об положительны, а на чёрт. 38 обБ отрицательны; въ по- 
слфднемъ случа для измфрен!я вписанйыхъ угловъ надо будеть 
дуги взять съ обратнымъ знакомь. 
ПослЪ этихъ замфчанЙ обритимёя къ тому переходу, который 
мы имфли въ виду. 
Примфняя $ 10, найдемъ 
случаевъ 
САЛВ—2а-- 360°.% и/\^ВЕС=28-- 360°.п*). 
Выражая углы Си 4, получимъ, \ соотвфтотвенно знакамъ дугъ: 
1) С=а-{- 180°.т й АВ 180°. и, откуда 
С+-А=а--В180°.т- 
или 2} 9= — (а 1808. т) и Е и), откуда 
О-А=- («+ ВН”. т). 
Подставляя эти вырАженя въ равенство (М) и поступая во 
второмъ случаВ по $ 37/ будемъ имЪть: 
1) зп (а--8- 1809. ж-Е я) = (я\{-180°. и). сз (3-+-180°. п) 
{Е в («-- 180°. ”). зп (В-{ 180°. же) (Р) 
2) —51(@-- 8-180°. ти) [зп (а +180°. т)].сз(В-Е180°.”) 
ре («-|- 180°. т). Вик (В-- 180°.”)]. — (0) 
Но равенство Г перем$ной знаковъ приводится къ тому же 
виду, какой имфеть/ равенство (Р); а потому далфе будемъ раз- 
сматривать только одно это равенство. 
Ш. Въ равенствв (Р) приведемъь функщи къ аргументамъ 
«-- В, аи В. Такъ| какъ при этомъ оказываеть вляше четноеть 
или нечетность т и ®***), то раземотримъ всЪ различные случаи, 


каке здесь возможНы: 
3 


ля обоихъ указанныхь выше 


*) Порядокъ буквъ указываетъь направлеше дугъ. 

**) Числа т и п найдутся въ зависимости отъ 2 и 2В: если напр. 

2 = 1200° и 2В = —260°, то т = —Зип=1(-^ АРВ == 1203 и) ВЕС = 

1005); если 2& = 13109 и 2В = 300°, то ®=—4 ип = —1(/АДВ = — 130° 
и ВЕС = — 60°); ит. д. 

**) Напомнимъ, что концы дугъ & и @ - 180°. т при т четномъ совпа- 

дають, а, при '* нечетномъ ламетрально противоположны (см. также 5545 и 49). 
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1) жим числа четныя; тогда т--п также число четное!). 


Получимъ зп (&-|- В) = па. сз В -- сво. зп В (1) 
2) тип числа нечетныя; *-- я будеть тогда число четное. 
Получимъ | 


зп (а -- В) = (—з14).(— 038) + (— 032). (—в18) (2) 
3) т четное, а ® нечетное, или наоборотъ; т--® тогда есть 
число нечетное. Получимъ Я 


а) — п («-- В = па. (— сз В) - сза. (— зп В) й (3,а) 

или 0) — 81 («+ В) = (—зпа).с38-| (— 03а) .зп В. (3,5) 

Равенетва (1), (2), (3,а) и (3,5) приводять къ одной и той же 
формул 

зп («-- В) = па. сз В сза.зп В. (1Х) 


Общность ея такимь образомъ доказана. _ 


Замлъьчанйе. Случаи, когда, сливаются въ одну точку дв вер- 
шины треугольника или даже вс три, подводятся подъ найденную 
формулу какъ предфльные. 


65*. Синусъ разности двухъ угловъ. ПримЁнимь формулу 1Х 
къ угламь я и — В; получимъ 
зп [@ -- (—В)] =зпа.с3 (— В) - сзя.з0 (—8), откуда 
зп (а — В) = па.сз В — са. зп В. (Х) 
66*. Косинусъ суммы и разности двухъ угловъ. 1) Сь помощью 
формулъ приведенйя и формулы Х найдемъ 
сз (а-- В) = зп [90° — (а -- В)] == вп [(90° — а) — 8] 
= (90° — а) .с8В — сз (90° — а) .зп В = с3а.с5 В — па. зп В. 
Итакъ сз («-- В) = с3а.с3В — зпа.зп В. (ХТ) 
2) Въ полученной формулБ замфнимь В черезь — В: 
сз [а -{- (—В)] = с8%.с3 (— В) — па. зп (— В); 
отсюда сз (& — В) = 34.038 зпа.508. | (хп) 
67. Тангенсъ суммы и разности двухъ угловъ, 1) ИмБемъ 


вар -“@-ЕВ ей рав 


сз («-- 8) 34.38 — зпа. зп В 


1) Абсолютная величина т + ® составляется изъ абсолютныхъ вели- 
чинъ 72 и % или черезь сложеше, или черезъь вычиташе, 
\ 
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Чтобы ввести аи в, раздфлимъ числителя и знаменателя 
второй дроби на сза.с8 В; получимъ 


ча вв 
_ 63а’ с3В _ ща №3 хШ 
(ЕР ма Та ( ) 
са с5В 
2) Повторяя тоть же пр!емъ, получимъ 
п в — В - 
а — = а. (ху) 


Замъчаше. Такъ какъ формула ХШ выведена изъ общихь 
формуль, то сама обладаетъ общностью, а потому формулу ХТУ 
можно получить также изъ формулы ХШ, замфняя В черезь — В. 

68. Оть сложенёя и вычитан!я двухь. угловъ можно поелфдо- 
валельно перейти къ сочетаншю какого угодно числа слатаемыхъ 
‘и вычитаемыхъ угловъ; наприм$ръ 
ре ВН 
далБе примВняемъ формулы Х и ХП. -77. 

69. Синусъ, косинусъ и тангенсъ двойного угла. Въ формулахъ 
для суммы двухъ угловъ полагаемъ В = @; получимъ 


12а = 9514.3“ (ХУ) 

82а = 65а — вп*а (ХУГ) 
- __ 24 

4224 = ва (ХУП) 


70. Чтобы разложить тригонометричесяя функщи угловъ 3% и 4а, ` 
представимъ 3х въ вид (2 --), а 4а въ видЪ (2.24); наприм$ръ: 
1) зп3 а = вп (2% а) =зп2%.с5&«-[ 0324.51 
— (2зпа.с5 0). сз &-{ (3х — 50а) .зпа = 51а.08*@ — 803%. 
Если требуется зп За выразить только черезь зпа, то замТ- 
нимъ въ послЪдней формулЪ с3*х посредствомъ 1 — зп*а; получимъ 
81 За = 3 51а — 4 5134. 
2) зп 4а = 1 (2.2“) =251 24.032“ 
—2. (2 5па.с8 а). (8% — 51а) =4514.08%а — 4 са. 5п3%. 
71*. НерЪдко бываетъ надобно функщи даннаго угла выразить 
посредствомъ функшй его половины: для этого цфлое разсматриваемть 
какъ удвоенную половину и прим$няемъ $ 69. НапримЪръ: 


а а @а 

— .—|—9 — в 

а) за ва (2 -] 815 685 
[7 “ |: 
Ь) ва в8(2. Е >. 
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72*. Синусъ, косинусъ и тангенсъ половины угла. По $ 32 й 
по $ 71Ъ имфемъ 


055 —- 9 —# 


3 & 
688— — 51 — — 08% 
2 2 


Изъ этой системы получимъ 


и, ва 1-а>. 
81" =— (а) и с р. (в), 
| О 
а, отсюда $2 Е (с). 


& 
Далфе извлекаемь корень, при чемъ 1) если знакъ вп, 


& & 
85 И 85 можно узналь заранфе, то беремъ только требуемое 


значеше корня*), 2) если же этого нЪть, то одинаково возможны 
оба знака передъ корнемъ'!). 


Итакъ вообще 


п 5 = рее (КУШ) сз 5 == Уи их) 
@ 1 — ева **) 
а УИттые Хх) 


*) Пусть наприм$ръ дано сзи==0,3 и кромВ того извфстно, что 


650° < «< 700°. Тогда имфемъ: 325° < < 350°, слБдовалельно $п 5 отри- 
цателенъ, сз“ положителенъ и => отрицателень; такимъ образомъ въ на- 


2 
стоящемъ случаз: 


|: ИЕ = & ме 
п 11—09 =—05; в Уза + 0,3) =и0,65; 


ИЙ 
в а Из 
1) Доказательство см. въ › рибавленяхъ“. 


**) Въ этихъ формулахъ черезъ У... обозначено положительное зна- 


чен!е корня. 
Значейя « при +И... и при —И..., конечно, не одинаковы 


[ср. 5 36 прим. 1Ъ]. 
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Примтрь. Найти 19 22°30'’. ИмЪемъ послфдовательно 
1— ©8455 1 т \ 
4 22°30' = И: +7 
1- $45 р. 
С ан У? у 
т У? и. = = 1. 
Из-1 ВЕЯН 


ь & 
73*. Если кром$ с5& данъ еще по, то для опредфлен!я 85. 
\-. 


удобнфе иныя формулы: онф получатся, если мы, зам$нивъ 5 
черезъ зп 5 | 65 й дополнимъ сначала числителя, & потомъ знамена- 


теля до 2815685 и примфнимъ формулу (а) изъ $ 71 и формулы 


(6) и (а) изъ $ 72. Итакъ: 


[,8 
- и“ п гр аи 
а а 163% 
635 268 
“ & 
[, р а 1 — сз а 
ь) = & [,2 5“ 
685 2815 685 


: аа 
74. Задачи о выражени функщй для чи т. д. съ помощью 
функщй х приводятъ къ уравненямъ высшихь степеней. 


[2 : 
Пусть наприм$ръ требуется вп 3 связать уравнещемь съ 5п а. 


3 


81 @ = за( з)= — 350 5 —4 зп? 3 . Означая вп 3 черезъ 2, будемъ 


Замнимь © черезъ (3 и воспользуемся $ 70 п. 1; получимъ 


3 


3 
Ъ 8—1 5па=0. 
ИМЪТЬ 4 +в 


УТ. Приведенйе выраженй къ виду удобному для 
логариемировашя. 


75. Общее замфчане. Чтобы выражене удобно было вычислить 
съ помощью логариемовъ, оно не должно содержать ни суммъ, ни 
разностей, кромф такихъ, которыя легко найти непосредственно. 

Если это услове не выполнено, то слБдуеть данное выраженше 
преобразовать, — насколько это возможно и выгодно. Главныя изъ 
такихъ преобразований мы и раземотримъ теперь. 


76. Примфры. Начнемъ съ нфоколькихъ простЪйшихъ случаевъ. 
1) 1—81125° — 08125° 2) 1--46*70° = 80*70° =1 : 08° 70° 


3) 81250°— 68 50°=— (68°50°— 80? 50°) =— сз 100°— вп 10° 


245 20° 
о 2 в . Ев е о 
4) 3645 20° (1—4 20°) =6:— 3505 7905 —6: 840 


от 


[1 в 
5) 1- сва 5 р (ХХ 6) 1 — с5а —2 51° = (Хх | 


71 = 2 09125° 
— па _ 1—0 (90° — а) *° 
8) за 81 (90°—@а) ЕЕ 


Замъчаляе. Выражения: 1), 2), 5), 6) и 7) легко вычисляются 
и вь первоначальномъ видф!), но сдфланныя преобразованйя могуть 
быть полезны, если эти выражен1я сами входять въ составъ дру- 
гихъ (какъ въ примрф 8). 


*) См. $ 72. 
**) См. $ 73Ъ, въ обратномъ переходф. 
1) Возьмемъ напримръ 2 = 1 - 170°. Полагая 12370 = у, найдемъ: 


129 =2 6 5 70° = 0,87786; у=7,5485. и 
Такимъ образомъ # = 1 -|-- у = 8,5485. 


59 


77. Преобразоваше суммы и разности двухъ синусовъ или 
косинусовъ. а) Преобразуемъ зпа- зп В. Для этого положимъ 
аа-у и Ву 
и примзнимь формулы 1Х иХ ($5 64 и 65); будемъ имфть: 
зпа-|- зп В = вп (#-Ру) + зп (#— 9) = 2305 3; 


| &— 
но &= Е: = =. } тавимъ образомъ 
а ы: О 
Прилагая тоть же премъ, получимъ: 
&—3 6 
) зта—5В=2 вп". 68 а. (ХХПУ) 
°) ав 257 Р.Р ху) 
9 са в! = зв --В. В 
о 90% 
= 281 о 5 (ХХУ| 


15 100°— 16° $ 16° 
16° ‚10° 16 


Эа ОЕ 
5116° = 2 $п 5 . 


Примльры. 1) 5п 100 
=2 81 42°. 6$ 58° 

2) с$12° — с360° —=2 51 36°. зп 24° 

3) с5 50° -- 51 70° = 1 40° | зп 70° —= 2 51 55°. сз 15° 

4) зпа-{- сз = па - вп (90° —@) =251 45°. 68 (45° — а) 

— ИЯ. [9 (45° — а). о 

78. Преобразоваше суммы и разности двухъ `тангенсовъ или 
котангенсовъ. Чтобы преобразовать выраженя: 

Ва щВ, са В, шас В и сща-Е 5 В, 
сначала переходимъ на синусъ и косинусъ; напримВръ: 


а) ща цв — 1, В п @-- В) 


сза ° с5В  с3а.с3В 


ж &=— Е 
) По $37 эп —— —=— п = Формула, ХХУ1 читавтся такъ: раз- 


ность двухъ косинусовъ равна удвоенному произведенио синуса, полусуммы 
угловъ на, синусъ обратной полуразности ихъ. 
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#. _ ва _ 88 зп (В—а) 
й ЕВЕ _ пя 508 зав 
_ па 088 сз (а В) 
аа 18 — 54.508 
79. Нфкоторыя болфе сложныя выраженя. Преобразуемъ 
а бАВ а зря — пя. 


81 а — зп В 
#—В 
м +В 2 2 
вп а — 51 В а—В 
2 
Отсюда (ХХУП) 


Ь) з1?&— 8128 = (спа - зп) (бпа— в) р, “Вх 
( Рой] =( ев а) петь 
Примфняя теперь $ 69, получимъ 
$0 — зп? В = зп (а -- В).зп (&— В) (ХХУШ) 


80. Преобразуемъ зпа-|-зп3 -{- п, если «+ В-у=180°*). 
Имфемъ послФдовательно: 


зави -- вау сзва -- за В -- за Не _ 
= 251 зыбь у \ 


1) По $ 77. Ед 
3) Группируя множители иначе. 
*) Таковы напримфръ углы треугольника; таковы же углы: 


&=400°, В—=—320° и у=100°; ит. д. —— 


=) у=180° — (« - В), слёдовательно п ‘у == зп (< + В). 
**) «+ В=180°— у, р =90°— 2); сл довательно ши -+-Ё = 05 


`) { 
х Ге) 2 4 ИЛ им ` ( \ 
\ 


питье И '| 
<) а 7 \ 
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_ Итакъ, если а В у=180°, то 


вла 08-Е пу 409 оз Роз 1. хх) 


Замьченяе. Обращаемъ внимане на существнное отлище 
этой формулы отъ выведенныхъ ранфо: тв обладаютъ общностью, 
тогда какъ формула ХХХ содержить только частный случай. 


81. Введене вспомогательнаго угла. Приводя выражене къ ло- 
гариемическому виду, иногда бываетъ выгодно н$фкоторыя числа 
замзнить тригонометрическими функщями угловъ. Воть нФеколько 
такихъ случаевъ. овакк 


1) ЗУУ —1-=3иазт 185 — Узи 18° 
) ИУЗ—1=УИ 25530, 
п (45° +® 


3) 1 жа=4 45 Е 45-4 


4) 1-{- пх-{ сз а = 81 90° -{- па -{ зп (90° —); такъ какъ 
во второй части сумма угловъ равна 180°, то примфнимъ формулу 
ХХ[Х: тогда, 


1 Е па -- сз — 463457 035 08 (4—5). 
5) Чтобы преобразовать зп а -{ сз«, умножаемъ и дфлимъ это 


выраженше на У? и пользуемся тЁмъ, что яз зп 45° = с3 45°; 


получимъ 
зпа-- с3а = 2 (зп а.с5 45° -|- сз а.зп 45°) = 2.51 (а 45 
Е У? ( + °) = 13 («-- 45°). 


6) Зато" (1 Зв 50") = 2 30° +150 


— 431 40°. с3 10°. 
7) па — 3654 — 632 (42 — 3) = 03а (03а — 40760°) } 
о 4”: 
Е = 60) г а 0 даа (2-4 60°) за @— 60°), У. 

82. Пуеть будуть А и В два выражен я порознь удобныя бля 
логариемовъ; допустимъ еще, что они имфють положительное зна- 
чене. Требуется преобразоваль А-- Ви А-— В. 

ЗдЪеь иногда бываеть выгодно ввести вспомогательный уголь; 
разсмотримъ этотъ способъ. 


= 68а 
А 
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1. Случай А-| В. Имъемь А-В = 4 +2} полатаемъ 
теперь 1 $2°0*); это возможно, такъ какъ — положительно, & 
по абсолютной величин для тенгенса не требуется ограничен!е. 

Тогда АВ, 

П. 1) Случай А—В при услов!и А>> В. Имфемъ 


В В 
А—В=А (1 — я} такъ какъ Я положительно и мен$е единицы, 


В 
то можно принять Я = 10°, поел чего получимъ 


А—В=А(1 — 31$) = 4.082. 
2) Случай А—БВ при услов!и А< В. Имфемъ 
А—В= — (В — А); такъ какъ В > А, то преобразоване сводится 
кь предыдущему. 


а) По только что изложенному находимъ 
№ == И 50°. с5*ф = 50°.с8$, при чемъ ф опредфляется изъ 
80*20° зп 20° 
457505 или 5П ф == 42 50°` 


: За — 
условя 50ф = 


5) Произведемъ логариемическое вычисленше. 


162 =15 8 50° -|- 1803? 
1545 50° — 0,07619 


1551 ф = 1551 20° — 1546 50° 
12 зп 20? = 9,58405 —10 


—  15050° = 0,07619 ы 1 03ф = 9,98133 — 10 
15 5пф= 9,45786 — 10 16 1=0,05752 
ф = 16°40'39” д = 1,14161. 
83. Приведемь къ логариомическому виду корни уравненйя 
2 — а =0, 


*) ф означаетъ здфеь таблицный уголъ, 


4 4 
такъ какъ 6 положительно и/корни уравненя дъйствительны, то 


а? а? 4$ 
Преобразуемъ подкоренную разность: — —в=-- [1 — ся 


0 - < |; поэтому можно ринять - = $1*ф, послф чего будемъ 
а а 
4 4 / 
Такимъ образомъ приходимъ къ выраженю 
а [72 


а 


отсюда, вынося р] 


м скобки и прим$няя $8 76, найдемъ: 
Е д.65 
т = (1 63$) =4.с3 о 


1 _@ дя Ф 
= (1 —8$ И 


< | | г | я / юр 
р. ИС оке Ам Е В 
9 ИА Дл 


| 


*) Знакъ У.. въ преобразуемой формулё имфеть смысль абсолют- 
ной величины; поэтому, если & положительно и ф уголъ табличный, то 


ИТ. = в. 


УП. Поняще о составлении тригонометрическихъ 
таблицъ. 


84. Покажемъ, что для всякаго угла можно вычислить тригоно- 
метричесмя функщи — съ желаемой степенью точности. 

Тригонометричесыя функщи всякаго угла привил я къ функ- 
щямъ положительнаго угла не превышающаго 45 ; веЪ тригоно- 
метричесыя функщи можно вычислить по одной изъ нихъ, напр. 
по синусу; изъ этого елфдуетъ, что для нашей цфли достаточно 
указать способъ, какимъ можно было бы вычислить синусъ каждаго 
изъ угловъ, содержащихся между О и 45°. 

Олинъ изъ сповобовъ основанъ на томъ, что при очень маломь 
угл можно безъ значительной погрфшности!) перпендикулярь 3ё- 
мфнить дуюй и такимъ образомъ воспользоваться зотовымь значе- 
немъ п*); по этому способу мы начнемъ вычислеше съ доста- 
точно малой доли даннаго угла и будемь уголь увеличивать по- 
етепенно, прим$няя формулы, выведенныя для двойного угла и 
суммы угловъ. 


1) Доказательство этого будетъь приведено ниже. | 
*) Пусть напримЗръ на чертеж 39 уголъ & = 10’. По опредлению 


ВС 
синуса имфемъ зп и =»; указанный же способъ состоить въ томъ, что 


-4В= 360.60 — 1080 откуда — р =1080! 


вм®сто — мы беремъ = "3 Для вычислешя этого отношеня имфемъ: 
2п 8.10 _ дВ АВ _ п 


пользуясь значешемъ х (см. примфч. къ $ 7), получимъ 


АВ —0,002908 882.., 


Е 
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85. Для суждешя о погрЗшности начальнело вычисленя мо- 
жеть служить слфдующая теорема. 


Теорема. Если уголь заключается между 0 и 90°, то отно- 
шенае дум кз радфусу превышаеть синус» менте, чъмь на четверть 
св0ез0 куба. 

Доказательство. 1. Покажемъ 
сперва, что при положительномъ остромъ 
угл отношене дуги къ радфусу боле 
синуса и мензе тангенса. 

Сравнимь дугу АВ съ перпен- 
дикуляромъ ВС и касательно0ой АД 
(черт. 89). Проведя для этого хорду АВ 
и касательную ДЕ, найдемъ: 1) перпен- 
дикуляръ ВС менфе дуги АВ, такъ какъ 

Черт. 39. онъ менфе ея хоры, и 2) дуга АВ ме- 
нЪе касательной АТ), потому что дуга АЕ 
менфе объемлющей ломаной АЛЕ. Такимъ образомъ 


ВСо<оАВ<АФД. 


Раздливъ эти лини на Д и 6бзначая отношене дуги къ ра- 
дусу черезъ а, будемъ имфть 


па<а<а*.. 


П. Доказано, что а >> зпа. Чтобы изслБдовать а — зпа, сдф- 
лаемъ сначала слБдующее преобразование: 


за =250 5 о 5 


т, и = ай 
65 =2%8 56° 2%! 8П ") 

Теперь въ послфднемъ выражени замфнимъ 

4 [73 [^2 а. 

бо ий бп. черезь о; 


такъ какъ по доказанному раньше 


[42 и а [2 
2<э и о > ЗП 


*) При линейномъ измени угла это неравенство приметъь видъ: 
Пя ща ^` 


х >. 


Н, Рыбкизъ. Прамолинейная тригонометр1я\\_ 
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то выражене уменьшится !), и мы получимъ неравенство 


а 
& отсюда а— па ть 


Примтрь. Пусть «=10’; тогда а = 0,002 908 882... (ем. 
примЪч. къ $ 84); чтобы упростить изелБдован!е, замЪтимъ, что 
въ настоящемь случа а< 0,003; пользуясь этимъ неравенствомъ, 
получимъ изъ доказаннаго выше 


0,002 908 882... — зп 10'’< 0,25. (0,008)% или 

0,002 908 882... — зп 10' < 0,000 000.006-75; 
отсюда 0,002 908 882... — зп 10'’<0,00000001; слфдов. 
зп 10’ —0,0029088... съ 7 вфрными десятичными знаками. 


вычислен!е по формул за = 1 — в1*а; но практически проще 
иной епособъ. Приводимъ его. 77” 


Исходимъ изъ того, что сза выражается роийоналоно черезъ 


8 5, а, именно 3а&=1— 2 вп? 5 ($ 72). 
Для вп имфемъ по предыдущему 
а а а & > ВГа\. 
в: 1) 
ие" 3 
а & а @^. 
отсюда 95 15 > 5 — 35; 


[3 
Теперь въ выражени 6$ подставимъ вм$ето зп сначала 


а а } 
5, а потомь „— 50; ВЪ первомь случаЪ выражене уменьшится, 


а} 
1) Такъ какъ 2 < 45°, то 5<в поэтому 1 — т положительно. 


Такимъ образомъь посл подстановки получились множители также 
полоэкительные; а потому произведеня можно сравнить по ведичин® отдфль- 


ныхъ множителей. 
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а во второмъ увеличится; селфдовательно получимъ 


а\? а @3\* 
а? - д а 8 
или 88 >1—5 и ее 
6 
Въ послфднемь неравенствз можно опустить — БР такъ 


какъ оть этого вторая часть еще болфе превысить первую. 


Итакъ (1-5) <ва< (1-5) +5. 
2 


[2 
Отсюда видно, ЧТО для 65 @ можно принять величину 1—- о 


= 


а 
ТЕ’ 
87. ПримБняя способы, указанные выше (съ нЪкоторыми 
упрощенями), можно составить такъ называемыя таблицы нату- 
ральныль трионометрическихь величинь!); а взявъ лозариемы най- 
денныхъ чиселъ, получимъ т логариемичесвыя таблицы, которыми 
обыкновенно пользуются въ тригонометрическихъ вычисленяхъ. 


— съ ошибкой менфе, чфмъ на 


Замльчииие. Въ предыдущемъ только доказана возможность 
составленйя тригонометрическихъь таблиць. Относительно того, какъ 
он были составлены в5 дъйствительности, замфтимъ лишь, что 
примфненные способы были весьма сложны ?). 

Въ настоящее же время, — если бы понадобилось составить 
новыя таблицы, — всего удобнЪе пользовалься тфми формулами, ко- 
торыя даеть высшая математика. 


*) Слово „натуральныхъ“ присоединяется, чтобы отличить эти таблицы 
оть обыкновенныхъ, гдё тригонометрическя величины логариемированы. 
*) Подробн$е объ этомъ можно найти напр. въ „Очерк истори плоской 
тригонометр!и“, приложенномъ къ учебнику тригонометрии Г, Тиме. 
6* 


О РВШЕНТИ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ. 


(Тригонометр1я.) 


НВКОТОРЫЯ ОБЩЯ ЗАМВЧАНЯ 0 РЬШЕН!И ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ. 


88. О. тригонометрическомь рфшени треугольниковъ (0 вы- 
числени треугольниковъ) было уже сказано въ $$ 1 и 3. Теперь 


‘укажемъ подробнЪфе, кавя могуть быть данныя при рфшени тре- 


угольниковъ и каюя требованя можно предъявлять къ самому 
р$шеню. 

Обыкновенный, — практический !), — случай состоитъ въ томъ, 
что въ тр-к извфстны нфкоторые стороны и углы и требуется вы- 
числить остальные стороны и углы. Если же разсматривать вопросъ 
независимо отъ практическихь приложен, то данными будуть слу- 
жить не только стороны и углы, но и друмя величины *), а также 
и различныя соотношеня между ними 3). 

Въ задачахъь на ръшеше треугольниковь словами „рфшить 
треугольникъ“ выражають обыкновенно требоваве опредфлить не- 
извфотные стороны и углы, а иногда и площадь; но къ отдфлу о 
рЪшен!и треугольниковъ относять также и тБ задачи, гдф опре- 
дфляемые элементы иные, чфмъ стороны и углы. 

89. Оть поставленнаго требовашя зависитъ число данныхъ: 
для полнало ршевшя треугольника“) данныхъ должно быть три и они 


——- 


1) Напримвръ въ зеодези (т.-е. при измврешяхъ на м®стности). 

з) Напримёръ: высота, тр-ка, периметръ, радусъ описаннаго круга, 
площадь тр-ка, какой-либо объемъ связанный съ тр-комъ, ит. д. 

3) Наприм8ръ услове, что въ искомомъ тр-кВ квадрать стороны ра- 


венъ произведено двухъ другихъ сторонъ, ит. п. 
8) Т.-е. для возможности опредёлить каждый элементь тр-ка, 


_ в 


должны быть независимы между собой !); если же надо опредфлить 
только нфкоторые элементы, то данныхъ можетъ быть и менфе трехъ*). 

90. Что касается формы рфшенвя, то сл$дуетъ различаль за- 
дачи числовыя и буквенныя: < 

1) Вь числовыхъ задачахъ каждый результать долженъ быть 
представленъ также числомъ; при этомъ отъ способа рёшешя тре- 
буется, чтобы онъ быль кратокъ и возможно точенъ*). Правиль- 
ность вычисленя контролируютъ иногда особыми повфрками: такъ, 
вычисляють одну и ту же величину по двумъ различнымъ форму- 
ламъ ит. п. 

2) Въ буквенныхъ задачахъ можно требоваль: 

а) выразить искомыя величины юлеко черезь данныя, — хотя бы 
полученныя формулы и не были удобны для вычисленя; 

Ъ) составить формулы удобных для вычислешя, — хотя бы эти 
формулы и не выражали искомыхьъ величинъ съ помощью данныхъ, 
& представляли лишь иосльдовательное рзшене“). 

Удовлетворить обоимъ требовавямъ вмюстль не всегда, удается; 
въ такихъ случаяхъ будемъ указываль тотъ и другой способъ от- 
дЬльно, или же только второй способъ. Наконецъ иногда будемъ 
ограничиваться только главными пунктами въ р$фшени. 


1) Примфромъ данныхъ зависимыхъ между собой могуть служить три 
угла, тр-ка: сумма ихъ должна составлять 180°, слдов. третй уголъ зави- 
сить оть двухъ другихъ. Углы тр-ка опредфляютъ только его форму (даютъ 
безконечный рядъ подобные треугольниковъ). 

Возьмемъ еще соотношен!е сторонъ 

&:6:6=5:6:7. 
Оно разлагается на, три пропорщи: 
4:6=5:6, Ь:0=6:7 и а:6=5:7; 
но третья пропорщя есть сл$детые двухъ другихъ; такимъ образомъ взятое 
соотношеше содержить два независимыхъ услов1я. Оно также опредфляеть 
только форму треугольника. 

) НапримЪръ, чтобы опредзлить радусъ описаннаго круга, доста- 
точно знать сторону и противолежалщй уголъ. 

3) Напомнимъ, что вычислеше производится обыкновенно при помощи 
логариемовъ, слфдов. только приближенно. 

4) Т.-е. тажое, гдВ искомыя величины выражены не только черезъ 
данныя, но и черезъ друмя величины, найденныя ранфе. Неудобство такого 
рёщешя — возможность накоплен!я погрёшностей въ вычислени, 


УПТ. Прямоугольные треугольники. 


х ` Соотношеня между элементами прямоугольнаго треугольника. 
Означимъ въ прямоугольномъ треугольник черезь А и В острые 
углы и черезъ С прямой уголь!); пусть далфе числа а, Би с вы- 
ражалоть длину сторонъ?) относительно общей единицы. 

91*. Для сторонъ прямоугольнаго тр-ка геометря даеть со- 
отношеше @-- Гм =, & для острыхъ угловъ: 4-|- В = 90°. 

Зависимость между острыми углами прионометрически вы- 
разится въ томъ, что фунвюши одного угла равны родотвеннымъ 
функщямь другого ($ 39 п. 3); напримръ: 

п А = 1 (90° — В) =с3В; 0%В=№А; ит. д. 

92*. Т. Сдлаемъ уголь А центральнымъ, описавъ между его 
сторонами дугу радусомъ с. Тогда по 
8$ 17 будеуь имты, $. 

@ — п А (1) и —-=<4 (2) 
8 . о 
.-е. отё дьлемя катета на зитоте- 
| нузу получается: 1) синусь острало узла, 
если дълится противолежаий*) ка- 
| петь, или 2) косшнуеь остроло уала, 
если дълится прилежащий катеть. 
П. Для равенство (1) на (2) и обратно, найдемъ 


$=84 (3) и В ощА (4) 


т.-6. оть дълемя катета на пкатеть помучается: 1) таненсь 
острало фла, если дълится противолежаий катеть, или 2) 
котанаенсь острало зала, если дълится прилежащий катет». 

93. На основан сказаннаго легко выразить сторону въ за- 
висимости оть другой стороны и остраго угла. Напримръ: 


Черт. 40. 


1) Подъь А, Ви С слдуеть понималь градусныя выражешя угловъ, 
2) Противолежалцихъ означеннымъ угламъ. 
*) Упомянутому острому углу. 


$ 


и 
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: вы (© 
Для выраженя _в черезъ а и В имфемъ { |= 
Ч ев, оу с= 
Е т у — в В' 4. 
Для выраженя 6 черезь а и А имфемъ: 
|, 
1) а = А, откуда 6=а.05 А, или 
2) $=44, откуда 6=а:%А; ит. д. 


Замльчалие, Полезно запомнить результаты, указанные въ 5 61, 
и еще сл5дующе два, вытекающе изъ равенствъ (3) и (4) 8 92: 

1) Катеть равень дррому катету, умноженному на таненсь 
ума, пропиволежащейо первому калтету. 


| 
[рла, прилежащило къ первому катету. 


Основные случаи рёшеня прямоугольныхъ треугольниковъ. 
94. 1-й случай. Даны зитотенуза и острый фоль (си А). 


Рушене. 1. Выражен!е искомыхъ величинъ'!) съ по- 


мощью данныхъ: 


а=с.31 А; 6=0.08А 


8 "п А с 
= :68 А = 02 4. 


П. Числовой прим$ръ: с=857; А = 32° 40'15". 


Вычисленле: В = 90° — А = 57° 19'45" 
а=с.30 А =с.5п В *) 
196=2,93298 ве = 2,93298 


Е 50 В = 9,92520—10 
166 =2,85818 
$ — 721,4 


а 81.4 = 9,73224 —10 


и 14=2,6652 — 
а—= 462,611 


=. #8 ва=2,66522 
5-3 Тыва 
125 =5,52340_ 
25= 333731; &= 166866. ея 
я ‹ 


1) Т.-е. угла В, катетовъ д и б и площади 5. „ 
*) Для однообразя вм$сто В =с.с3А лучше взять 6 =с.51 В; точ- 
ность вычислешя останется та же самая. 


2) Еатеть равень друому катету, умноженному на котанаенсь / 
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Х 95. 2-й случай. Даны катеть и острый узоль (а и А). 
Рьшене. 1. Выражен!е искомыхъ величинъ съ по- 
мощью данныхъ: 


о р У. 

В =90 = пе Е У 

6—4. 0% А ии = ®, И 
4% А’ 2 2 


П. Числовой примфрь: а = 982; А = 63°21'45". 
Вычислене: В = 90° — А—26°38/15" 


мах 9 5—_@ 
_ А А 


Юва=2,99211 
— 814=9,95127—10 _ 6% А=0,29966 
18с = 3,04084 16 =2,69245 

с = 1098,6 ь= 492,55 


ва=2,99211 


Площадь А вычисляется такъ же, какь въ $ 94 (т.-е. по 
формул 1625 =ва-- 16); получимъ 5 = 241839. 


96. 3-й случай. Даны зипотенуза и катеть (с и а). 


Рьшене. 1. Выражен!е искомыхь величинъ съ по- 
мощью данныхъ: 


а* А в = а 
пд”, В=_; 6=Ий— а; б= Ис —а?. 


П. Числовой примфръ: 6=058,5; а = 47,54. 
Вычислене. Первый способь. 
а 


4=_ 6—=с. 31 В 
_ Ва=1, 67706 16 с =1,76716 
___ ще= 1.76716 -#. 31 В = 9,76548—10 
1831 А = 9,90990—10 126 = 1,53264 


А = 54°21'20" р = 34,0908 
В = 35°38'40" 


Площадь 5 вычисляется такъ же, какъ въ $ 94. 


*) Выразить самый уголь съ помощью данныхъ мы не можемъ, 
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Друлой способь. По предыдущему 6=У 6 —а1=У (-Ра)(—а); 


В 1—3 В 
далфе возьмемъ фотку ут и подотавимъ сюда 


вВ=:: получийъ те а голь А опредфлимъ по 


найденному Б. 


Произведемъ вычисленю по этому способу. 
в= 58,5 | с —а= 10,96 
а = 47,54 с - а = 106,04 
1 (с — а) = 1,03981 
16 (с -- а) =2,02547 
2186 = 3,06528; №6=1,53264; 6— 34,0908 


21° в 9,01484 — 10; 1245 = 9,50717 — 10; 


В — 17°49'20"; В— 35°38'40" 
”. А— 54°91'20" 


Б с —а х 
Замъчане. Формулой 5 = Е необходимо пользо- 
= АН 


ваться, если а близко къ с, такъ какъ въ этомъ случаЪ по фор- 


а 
мулЪ — = п 4 = с3 В уголь опредфлится недостаточно точно. 
6 


У 97. 4-й случай. Даны оба катета (а и 5). 


Ришенае. Г. Выражен{е искомыхъ величинъ съ по- 
мощью данныхъ: 


Ь о аб 
А=>; вВ—=; ве=уа-Й; Вт 


Ц. Числовой прим$ръ: а= 2,3214; 6 = 3,8947. 
Вычисленае. 


[#2 а 
в41= Нате" 
ва= 0,36575 ва = 0,36575 
125 = 0,59048 _ 14 =9,70926 — 10 
55 А—9,77597 — 10 166 — 0,65649 
А— 30°47'47" = 4,5341, 
В= 59°12'13" 
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Вычисляя 8 == — получимь 5 = 4,52067. 


Замъчане. Иногда для вычислен!я с удобна также формула 
с =У®- М. Пусть напр. а =400 и $ =503; тогда легко найти 
непосредственно: а* = 160000, 52 —=253009 и слёд. с = 413009. 


ПримЪняя теперь логариемы, получимъ: 
19 = 2,80798; с = 642,657. 


Нёкоторые болфе сложные случаи рЬшеня умоугольныхъ 
треугольниковъ. И 

98. Задама 1. Даны зипотенуза и отношене катетовь 
(в, а: =т:я). 


: а т а 
Рушене. ИмЪемъ ф=} но т=84; такимъь образомъ 


142 А = >. Опредфливъ отсюда А, поступаемъ далфе какъ въ $ 94. 


` 


Х 
9х. 99. Задача 2. Даны зипотенуза и соотвътетвующая ей вы- 


вот (с и №). 
Ришенае. 1-й способь. ИмЪемъ систему уравненй: # =. зп А 


ир=с.с5 А. Исключивъ 6, получимъ Р=с.31 4.084 =5 . 3024; 


й 
отсюда зп 2А = — Опредвливь 24*) и затфмъь А, поступаемъ 


далфе какъ въ 8 94. 
2-й способь. Пусть будеть АВС (черт. 41) искомый тре- 


угольникъ. 
Воспользуемся тфмъ, что 


гипотенуза служить дламетромъ 
описанной окружности. Пусть бу- 
деть О средина гипотенузы; со- 
единивъ Си 0, найдемъ: Ор = 


А ОО.зт 00 или =. зп 24, 


Черт. 41. 


откуда зп 2.А =”), ит. д. 


*) Такъ какь < А < 90°, то 0<2А < 180°; а въ этихъ границахъ 
синусъ даеть два угла: 2А; =ф и 24. = 180° — ф. Но легко убфдиться, что 
при обоихъ углахъ форма треугольника будеть одинакова; поэтому для за- 
дачи достаточно взять 24, = ф. 

{ 


*1 


[7 
х 
/ 
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3-й способ. Имфемъ уравнешя: а + = и =. 
Изъ нихъ получимь (а- 6) = 2%й и (а—6)% = — 261; 
отсюда: а--6=Усе-2) и а-—6=Ус@е—2%*.. | 
Вычисливъь а-- иа— 65, найдемъ затфмъ а и 6; ит. д. г 

Замъчане. Изъ построенля видно, что задача невозможна, 
если й > 5. Трионометрически это выразится въ томъ, что по- 


лучимь зп 24 > 1 (или 1630 2А > 0); а при 3-мь способъ — въ томъ, 
что получимъ для а — 6 мнимое значеше. 


100. Задача 3. Дань острый узоль и сумма а 6% = 
тетомь (А, в + =т). а. 


Ришене. ИмЪфемъ: с-Н=т и $ф=с.084; 


: Е И) 
отсюда: с(1-- 084) =; та ь 5 


А А А 
Далфе: 6=тр— с; ао. ви (:2081 5). 2815.85 


—п. >; В = 90° — А. 


Подобнымъь же шлемомъ р$шается прямоугольный треуголь- хх 


В по острому уу % разности между зипотенузой и катетомъ. 
="АА нано ЧА ииоои ИИ 


101. Задач 4. Даны острый фюль и сумма катетовь 
(А, а+6=ю). 
Рьшене. Въ уравнени а«--6==т выразимъ катеты съ по- 
мощью гипотенузы и угла А; получимъ послфдовательно: 
с. зп Ас. 3 Ат; — с[зп Аз (90° — 4)] =; 
т 
УЗ. (А— 45°). 


я ле неа тащит 


с.231 45°. 63 (4 — 45°) = т. Отсюда с= 


ДалЪе поступаемъ какъ въ 8 94. ® 
“ 
Тоть же способъ примЗняется и въ случа разности катетовъ. /\, Х. Хх 


> 1027зааащагв: Даны ети и сумма  Катетовь 


(с, а =”). 


Рюшене. Поступая какъ въ предыдущей задачЪ, найдемъ 
7 
с. 281 45°. е8 (А — 45°) =т; отсюда с3(А— 45°) =——. 


*) Означая черезъ а большй катетъ. 
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Опредфливъ 4 — 45°, а затфмъ А, будемъ имфть извЪстными 
гипотенузу и острый уголъ. 

д Хх: Хх УС ` Такъ же слфдуетьъ поступать и въ случа разности катетовъ. 
< 103. ча 6. Даны К 
катетомь (а, +=”). 

Рьшене. Въ уравнеши с--6=т выразимь сиб черезъ 
извфетный катеть и противоположный ему уголь. Получимъ 


ь а в фев: 
послфдовательно: а а. А=т; а. У Е 
2 65 -- бы: 
а. —ЦЩ—Щ=т; отбюда 0 рва" По опредфлени А бу- 
281 5/68 5 


дуть извфстны катеть и острый уголъ. 
Т т т Л ‚ —6. 
Хх >. а акъ же рфшается задача и тогда, если дано а ис—ь 
——. 104. Задача 7. Даны периметрь и высота, соотвътевующая 
этютенузь (2р, 1). 


и. Е: Яра м Е 


|. А 7) В 
Черт. 42. 


Ришенае. Пусть будеть АВС прямоугольный треугольникъ и 
СР его высота. Отложивь АЕ —= АС и ВЕ= ВОС, будемъ имЪфть 
ЕК = 25; в соединивъ Ссъ Еи Г, получимъ: Д Е = _ ид Е= о 

Теперь выразимъ отрфзки ЕР и ОР съ помощью д и угловъ 
Е и Е и сложимъ полученныя выраженя: 


ЕО. лещ РЕ пщР В. ‚ Ер-+ОЕ-р. 


А-В 
Такимь образомь Зр=и ( (И НЫ с з) —й. р: ; 
р Е - и э 51 р 
такъ какъ РВ 45°, то зп р ре замфняя получимъ 
2 2 2 


пумначииотонузы.сь.руимь 
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2р= т Изъ этого уравненя найдемъ 
И2.зп р 15 
29 8п А 5й В =— ®.. 
Е: 


Преобразуемъ первую часть: 

Аи В А В А, В и а 
ааа = 8 [5—5 ) (5-5) 8—5 Уз ; 
поел этого соотвфтетвующее уравнене приметъ видъ 

А—В 1 й 

05 — — = — 
2 те ва 
ео. А ЧЕ › что даеть возможность опредф- 
2 272 
т & затБмь Аи В*). 


105. Въ слБдующихь задачахъ дается соотношенае элементовъ 
прямоугольнаго треугольника и требуется опредЪлить углы. 
х Задача 8. Высота дълить уитотенузу вь среднемь и крайнемь 


\ 
отношенаи. 


Отсюда сз 


ЛИТЬ 


Рюшене. По условю имфемъ 


ВО _ АП. ВР а 
Яр= яв; ® ян и слЪдов. 
В Ре ий 
яр=® А, а АВ=З (5 1). 
В Такимъ образомъ 
Черт. 43. 42 А = ЦИБ— 1) =2 зп 18°, 
откуда: ЕА=УЭ зп 18°, А-=38°10’23". 
х А вы 
) сз (5+3) ==. 


— В 
**) Пусть напр. В —ф; такъ какъ кром8 того имземъ А к — 459, 
то складывая и вычитая эти равенства, найдемь 4 —=45° + фи В=45°—ф. 
***) По извфотной геометрической теорем. 
****) Если величина раздфлена въ среднемъ и крайнемъ отношени, то 


большая часть равна половин® всей величины, умноженной на (У5 — 1); 


такъ что АД = Аи 1), 
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у 106. Задача 9. Стороны прямоуюльнаю треуольника соста- 
вляють аривметическую прозрессию. 

Рьшене. Означая черезь а менышй катеть, будемъ имфть, 
согласно услово, с—6==6—а; откуда с а=2ь; подставляя 
сюда а=с.с8 В и 6=с. 30 В, получимъ сс. с3В=2с. зп В, 

Такъ какъ с не равно нулю, то 1-03 В =2 вп В; переходя 
здфеь на функщи половиннаго угла, получимь послфдовательно: 


В в В в В 
263' 5. =4815 685; св (95 — 215} =0; 
В 


: р В 
отсюда: (1) 85 =0 и (2) 685 =231 5. 


Уравнен!е (1) непригодно для задачи, а изъ уравнешя (2), раз- 
В УЕ 
дЪливъ обЪ части на $п >» Получимъ 046 =2, откуда найдемъ 
В = 53°7'48". 
Замъьчанле. Казалось бы, — проще воспользоваться тЪмъ, что 
треугольникъ съ отношешемъ сторонъ 3:4:5 удовлетворяетъ условию 


задачи. Но не надо забывать, что поступая такъ, мы оставили бы 
открытымъ вопросъ о числь рфшенй *). 


Х 107. Задача 10. Отороны прямолольнало этреулольника сс- 
ставляють зеометрическую прозресейо. 


Ришене. Означая черезь а« менышй калеть будемъ имфть 
а а ь 
= 10 т=А и 2=084; такимъ образомь А = А, 
откуда находимъ послФдовательно: 


зп А 5 
вл = 4; 81 4 = 05" А; зп А =1— 8024; вл 1И5. 


Изъ полученных значешй для зп. А второе невозможно, такъ 
какь по абсолютной величинф превышаеть единицу; & пользуясь 
первымъ значешемъ (5п 4 = 2 51 18°), найдемъь А = 38°10'23*", 


*) Предлагаемъ учащемуся: 1) показать, что изъ равенства, = =2 


сяфдуеть @:6:с=3:4:5; 2) вопросъ о сторонахъ рёшить алгебраически 
[съ помощью уравненя (5 = © — =) и поучнное сравнить 


съ уравненями (1) и (2) $ 106. ет: 
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Замьчане. Въ 86 107 и 105 приближенныя значемя А 
равны; можно ожидать, что окажутся равными и уючныя значевя, 
& тогда условя задачъ 8 и 10`будуть сльдетвзями одно другого. 


И К: 1) изъ равенства пА=ь (у 5—1) можно по- 


лучить А— = 5 (5 —1), а 2) др т нетрудно 
доказать геометрически. о т 


108. Замфчаше о способахъ рёшеня треугольниковъ. Способы, 
предложенные въ $ 99, различаются между собой не только по ©0- 
держан!о, но и по самому своему характеру; укажемъ это различе. 

Первый способъ — амебраическоло характера: опредзлеше 
угла А мы свели къ составленйо системы уравненй. 

Второй способъ основанъ на геометрическихь соображеняхъ, 
сходныхъ съ т$ми, как я прилагаются въ соотв тствующей задач 
на построене. Такой способъ будемъ называть зеометрическимь; 
онъ нагляднфе алгебраическаго и иногда проще его). 

Въ третьемъ способЪ сначала выдфлена зеометрическая за- 
дача на вычисленае и только меньшая часть работы осталась на 
долю тригонометрии. 

Въ 8 104 содержится примфръ смющаннало способа: задача 
сведена на рёшеше уравнен!1я, но для того, чтобы его составить, 


сдлано построеше. 
Такле же способы мы будемь прилиать и далье. Какой изъ 


нихъ выгоднфе примфнить въ томъ или другомъ случа, — это за- 
висить оть свойствъ задачи; вообще же боле надежнымъ можно 
признать алгебраическ1й способъ*). 


1) Говоря это, мы имфемъ въ виду также и тв задачи, которыя бу- 


дуть рёшены далзе. 
*) Геометричесюй способъ нерфдко требуетъ находчивости и менфе 
р р 


надеженъ со стороны общуности рфшевя (какъ увидимъ впослфдетв!и). 


ТХ. Н»®которыя примфнен!я прамоугольныхъ 
треугольниковъ. 


и 109. Общее замфчане. Прямоугольные треугольники прим- 
няются между прочимъ къ равнобедреннымъ треугольникамъ, къ пра- 
ВИЛЬНЫМЪ многоугольникамъ и къ кругу. 

Ббльшая часть задачь изъ названныхь отдфловъ р$»шаются 
съ помощью только одною прямоугольнаго треугольника: для этого 
въ равнобедренномъ треугольник проводятъ высоту, а въ правиль- 
номъ многоугольникЪ раусъ и аповему. 

Разберемъ нфсколько примфровъ. 

У 110. Задача 1. Роюшить равнобедренный треуюльникь по 
основанию 6 и улу при вершинь В. 
Рюшене. Для угловъ А и Симфемъ: 
В А=С и А С= 180° — В; отсюда 
В 
А = (= = Чтобы опред$лить 
а=си 5, проведемъ высоту ВХ, ко- 


торая дастъ равные прямоугольные тре- 
угольники. Изъ тр-ка ОВЛ найдемъ: 


1) Е ИЛИ й а, 
ь В 
Черт. 44. откуда Я = 81 5 


2) ВД=ср. с = съ помощью чего получимъ 


В 


р 
8= 00. Вр = 1.045. 
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111. Задача 2. Оторону правильнало вписаннало семилоль- 
ника выразить вь десятичныхь доляхь рабдуса. 


Рьшене. Означимъ искомую 
сторону черезъ а.. Проведя ра- 
\ дтусъ СВ и аповему СЛ), найдемъ 


© 


-в 
— 


\ а, =Й.зпф, откуда 


\ ее 
\ р 


| \ а) =. 251$, 


| \ й = =. 95° о! ” 
^ | \ Хх при чемь ф . 5° 42’ 51 
А 8 


и я =: 5" = 
Черт, 45. (съ точностью до 0,5”); теперь 
съ помощью логариемовъ полу- 
чимъ 25пф== 0,86776. Такимъ образомъ а; = 0,86776 В. 


Замъчане. Въ черчеши, чтобы построить приближенно ат, 
дълять пополамъ а,. Полученный выше результалть позволяетъ судить 


0 смепени точности этого према (5 =. и — 0,86603 в) 
112. Задача 3. Опредълить величину дуги*), ели хорда равна 
половинь радбуса. 

Рьшене. Означимъ 
искомую величину дуги че- 
резъ &. Проведя рамусъь С.А 
и перпендикуляръ СО, изъ 


—--=-7 


а: треугольника (41) получимъ 
И ИЕ Яр в : 
Г, д = 5; но по условвю 

мвемъ А. слёдова 
име - =» слёдова- 
^^ 
Черт. 46. г Ая р 
тельно ——утакимъ обра- 
СА 4? ы 


| > 


ЗОмЪ и откуда: == 14°28'39"”; я=28°57'18". 


а 


у 


*) Т.-е. ея градусное выраженге. 


Н. Рыбкинъ, Прамолннейная тригонометрия. 
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113. Задача 4. Вь крузовомь секторъ центральный фоль ра= 
вень а, а радёуеь дум равень В. Опредьмить раддусь т круза, впи- 


саннойо в5 этоть секторь. 
Рюшене. 1-й способь. Пусть 


будеть О центръ вписаннаго круга. 
Проведя ОЕ и СО (въ точки ка- 
саня), будемъ имфть 


ОЕ—= 0С. 51 5 


& 
или "—=(В—”). 815. 
Отсюда найдемъ 


В #= (В.з1$) : (115); 


Г. 
у 

НЕ 
> 


з о 1-е = 1+ 68 (90° —& 
Черт. 47. г 7 оь т 5) 
зп 
—2 65% (4—4); слфдов. ея 2 
4 2 5 №78 
с" (45 - 


2-й способ. Сначала найдемъ искомый радусъ посредствомъ 
построенля. Для этого: 1) раздфлимъ уголь и пополамъ — линей 
СР, 2) изъ точки 0) проведемь 
хасательную къ дугЪ до перес$че- 
шя—вь точк$ М— съ продолже- 
немъ радуса СА и 3) разд$лимъ 
пополамъ уголь СМЛ. Точка, пере- 
сЪчешя его равнодфлящей съ ли- 
шей ОЛ и есть центръ вписаннаго 
круга. 

Изъ тр-ка МОЛ найдемъ 

= МО. 4. 

Ливя МО опредфлится изъ 

Черт. 48. треугольника МОЛ, а именно 


[2 [ 1 
МР =0Р. 45 =Е.%5; для угла ф имфемъ $=5 СМР = 


5 90° — 5) = 45° — я Пользуясь найденными выраженями, 
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и & о & т) 
получимъ окончательно ’=2.8 5.8 45° — З) . 


114. Задача 5. Опредълить площадь сегмента, если даны 
20рда а = 10 и да «= 57°96'. 


Рошене. Г. Составлен!е фор- 


[ мулы. Проведя радусы ОА и СВ, 
м замтимъ, что искомую площадь можно 
/ Е получить какъ разность площадей сек- 
г № тора САМВ и треугольника АСВ. 
хе Х 1) Для площади сектора имфемъ 
| \ а *) 
: } \, = а. . 
| \ 8, =п8 3605 ›2 ИЗЪ треугольника 
р. Е 
2 ВС получимъ Е=5 : п я. Такимъ 
М 
Черт. 49. м йа \. М: 
образомъ &, = (< 4 во) 18°. 
2) Площадь треугольника АСВ опредфлится какъ въ $ 110, 
за именно 5, г. во 
а —= 4 .С р) . 
| па? а а а 
3) Итакъ ем а 


П. Вычислен!е. Подставляя въ предыдущую формулу дан- 
ныя числа, получимъ (посл сокращен!я) 


п.3446***) 


— 908243864 — 25.045 28°48'. 


5=8, — 8, 


Вычислимъ отдфльно 8, и 5, и сдБлаемь вычиташе. 


(вычислене см. на слфд. стр.) 


*) Предлагаемъ учащемуся показаль эпождественность обоихъ вы- 
‹фаженй, полученныхъ для #. 

1 ИИ. 
п? 3605` 
==) &« __ 57526' 3446’ 3446 

360° `` `360° —_ 21600’ 21600` 


*) Изъ пропорщи 


6* 
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п.3446 


В 5, —^® — 30728543864 — 25-68 28°48'. 


Вычислене. 
Для 5,) < шп == 0,49715 + 31? 28°43' = 9.36334 — 10 
16 3446 = 3,53732 12 864 —2,93651 
4,03447 2,29985 
— 2,29985 
55, = 1,78462; 5, =54,2775 


Для 5,) т 1825 = 1,39794 
|6 61 28°43' — 0,26133 
195; = 1,65927; 5, = 45,6320 


Для 5) 8=85, —5, = 8,6455. 


Итакъ искомая площадь содержитъ 8,6455 кв. единицъ. 


Х. Косоугольные треугольники. 


Соотношеня между элементами косоугольнаго треугольника. 


115*. Сначала укажемъ, какъ выразится трилонометрически 
зависимость между углами треугольника. 

1) Такъ какъ въ треугольник сумма двухъ угловъ и третй 
уголь дополняютъ другъь друга до 180°, то ихъ синусы равны; 
& косинусы, тангенсы и котангенсы имфють одинаковую абсолют- 
ную величину, но противоположные знаки'!). Такъ будемъ имЪть: 
51(В-- 0) =з1 4; сз (В- 0) = —с3А; В = —щ%(А--О); ит.д. 

2) Такъ какъ въ треугольник$ половина одного угла и полу- 
сумма двухъ другихъ угловъ составляютъ вмЪетБ 90°, то функц. 
полусуммы двухъ угловъ треугольника равны родственнымъ функ- 
щямъ половины третьяго угла?). Напримфръ: 


А-В (6) Вв-+С А В 
п 5; 5 - = 5; $15 — 03 


А+ С 


2 


ит. д. 


5 


116. Разсмотримъ. теперь зависимость между углами и линей- 
ными элементами. 

Теорема. Во всякомь зпреуюльникь сторона равна Яаметру 
отисаннаю крура, умноженному на синусь противолежещало узла. 
См. $ 62. 

Слфдстве. Изъ равенствъ: 
а=2В.5т А, 6=2А.тВ и с =28.т0 
а ь С 
сл5дуетгь == 
о 4 эВ 30 } 


(см. также сл; стр.) 


1) См. $8 39 п. Та). 
2) См. $ 39 и. 3, 


86 
т.-е. дюля стороны треуюльника на синусы противолежащихь /1.ловь, 
получимь равныя частныя: они-виражають аметрь отеаниио.^ 
кра. С 


№ 
117*. Теорема, Во всякомь треуюльникь стороны относятся: 
как» синусы противолежащиль узловь (теорема синусове). 
Доказ. Для всякало треугольника имфемъ: 
а=28В.зт4А, 6=28В.зт8В, с=28В.50 0; 


отсюда сл$дуетъ 
а:6:с=50 А: т В: 0 ) (ххх) 


118*. Теорема. Сумма и разность двуль сторонь треуольника 
относятся между собой какь таненсы полусуммы и полуразностиь 
противолежащихь уловь (теорема тангенсовв). 


Доказ. По 5 116 найдемъ 

а = 28 (зп А-- п В) и а-6=28 (тА—зт В); 
а--ь _ пА-з В. 

а—5 тА—зжВ 


отсюда 


Примфняя здфсь ко второй части формулу ХХУП ($ 79), 


получимъ 
АВ, А-В 
@--9: 9-8: В (хХхх| 


119* ма. Во всдкомь треудлоникь уторона равна сумм. 
двуль друиау сторойь, собтвутетвейно умнёженныхь Ма косинус. 
узла, образуёмоло су первбй стороной. 

См. $ `63. 


120*. Теорема. Во всяком» треуольникь квадрать стороны 
равень суммь квадратовь двухь друшить сторон безь удвоеннало про- 
изведеня иль, умноженнаю на косинус уала между ними. 


*) Примльрь. Опредфлить 4:6: с, если А: В: С=3: 4:5. 
, а 
° Юначала найдемъ: А =45°, В 60° и С = 75°. Теперь будемъ имфть. 
ы 5 


а: 6: = 51 452: п 60°: п 759. Подставляя 5046 И, зп 60° =-—- и 
о - ть 
зп 75° — с8 15 =5И2+ УЗ, получимъ 


а:6:6= 19: УЗ: ИЗ УЗ. 
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Доказ. Преобразуемъ геометричесыя выражен1я для квадрата 
стороны треугольника противъ остраго угла и противъ тупого угла. 


Черт. 51. 

а? = 6? - 6*--26. АХ. 
Изъ тр-ка АВГ имЪемъ 
АД=с.сза, но сз ==—05.А*), 

АР =с.с8 А такъ что А) =—с.63 А. 


Черт. 50. 
а = 6 с —26.АЛ. 
Изъ тр-ка АВГ) имЪемъ 


Подетановка АЛ приводить къ общей формултВ 
а = -|- с* — 24.654. (хххП) 


121. Теорема. Высота эпреуольника равна боковой сторон, 
умноженной на синусь шла между нею и основаняемь. 

Пуеть будеть с боковая сторона и 6 основане; соотвЪт- 
ствующую высоту означимъ черезъ /,. Требуется доказать, что 
№, =с.31 А. 


Доказ. ЗдЪсь слдуеть различать два случая. 


Уголъ 4 острый Уголъ А тупой 


(черт. 50). Тогда изъ тр-ка (черт. 51). Тогда изъ тр-ка 
В паь пов АВР получимь й,=6.31а; 
А. но за=з А; а потому 


№=е 04 йе. 58. 


Формула получилась общая. 


122. Въ этомъ параграфЪВ будуть выведены формулы для 
опредюлентя уловь треуюольника по ‘трем сторонам. 


1) Изъ равенства ХХХП находимъ 


но эта формула при мнозозначныхь числахъ неудобна. _ 


*) См. $ 39 п, 1 и подстрочное примфчане. 
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2) Слфдующия преобразованя той же формулы приводятъ 
къ выраженямъ пригоднымъ для логариемированя. 


к ре 
Имфемъ Де а ; отсюда 
‹ 26 
__ 266 — 62 — с а? Р-Н с — аз 
1—68А=—— ру о 
ео: бо 
26 = 8ы - 
__ (@-6— 6) (авс) __ (В-Не-а) 6 -Не—а) 
266 МНЕ 2 Бе 
р: 2 (р—с).2 (р— 6) А 2.9 (и— 
9 $1? = — е 2р.2 (р— а) 
= 26 Е 
Ш. . 2 (р— 6) В(р— а) 
(ХХХШ) (ХХХУ)_ 


(Такъ какъ въ треугольникЪ половина угла, всегда, менфе 90°, 
А 
то $1; и с5-_ положительны, что и принято во вниманше при 
извлечени корня). 
ДЪля равенство ХХХШ на ХХХГУ, найдемъ 


4_ Убе *) 
: В (р— а) 


—ы—ыыыыы—ыеыее—- 
(По аналони 5 НЕТВЕДЕНТИИМТИ ИНО Зоотавить формулы и для 


остальныхь угловъ.) 


(ХХХУ) 


123. Таненсь половины угла зпреуюльника легко опредьлить 
эпакже съ помощью радбуса вписаннало кууа. Одфлаемъ это. 


*) Полагаемь а+ь -с=2р; тогда 
ао =2р— 26—29 (р— с) 
ае—6=2(р—5) 
О-е—а=2(р—а). 
**) Мнемоническое замфчаше къ форм. ХХХУ: въ числител$ вычитаются 
изъ р стороны, заключающиел искомый уголъ. 
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Пусть будуть: О центръ вписаннаго круга; х его радусъ; 
О, Еи Е точки касания. Замфтимъ, что лини ОА, ОВ и 0С 
. двлять углы треугольника по- 
поламъ и что отрфзки сторонъ 
при общей вершинЪ равны). 
Сначала  опредфлимь эти 
отрфзки. Означая ихъ — въ по- 
рядкё вершинъ треугольника — 
черезъ 2, у и 2, получимъ 
ау-2=р; 
но уг = ВО=а; 
слЪдов. х=р—а. 
По аналоги: 
у=р—б и 2=р— с. 


Теперь изъ прямоугольныхъ треугольниковъ найдемъ 
А 1: В 7. С 7 
—=—=——__ — =—=—_—_® ЕЯ й ХУ 
.—“”"Чтобы произвести вычислее по этимъ формуламъ,\ надо 
сперва опредфлить 7; для этого послужать равенства, 
В=т.р*) п б=Урр—а) 5 @—о; 


‚_8_И@—@- 9—9 | 
р ен р в. 


\х. 


отсюда 


124. Выражешя площади треугольника. Кь извфетнымъ ИЗЪ 
геометрм выраженшямъ площади треугольника по длинь лин три- 
гонометр!я присоединяеть еще выражен!я, содержания узлы. Вы- 
ведемъ два боле употребительныя. 


> 1 
1) По геометрической теорем$ имфемь 5— 58.75; НО 
№ь = с. 31 4 ($ 121); такимъ образомъ 


8= 15. тд (ХХХУП 


(словесное е см. лфл. стр.) 
1) Напр. АК =АК ит. д, 
*) Площадь описанной фигуры равна произведенио радуса, на поло- 
вину периметра. 
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„-е. площадь всякало треуюльника равна половинь произведеная 
двужь сторонь, умноженнаю на синус» узла между ними. 


2) Выражене 8= . ес. зп А преобразуемъ, пользуясь равен- 


а [12 
твами 6—=——.50 В* и с= . зп С; 
ства, $ ) тя ; 


зп А 
2 
получимъ 8=5. о но п А =зи (В+ 0); 
2 ЖЖ 
поэтому В == 5 : т е. о ) (ХХХУШ) 


Замльчане. Формулы ХХХУП и ХХХУШ выведены изъ 
соотношенй, обладающихь общностью, а потому и сами имфютъ 
то же свойство. 


Основные случаи ршенйя косоугольныхъ треугольниковъ. 


125. 1-й случай. Даны сторона и два фла (а, В, 0). 


Ришетне. Для третьяго угла имфемь А = 180° — (В-- О). 
Чтобы опредфлить стороны 6 и с, сперва находимъ 28= д; 


послЪ чего получимъ 


6=28. В ==. п.В и с=28. зв 0—= 1.88 С. 
Для площади имфемъ изъ предыдущаго параграфа: 
_@ з8В.зт С 
— 2 в (В 0) 
Числовой примЪръ: а=253; В=38°50'48"; С=23°42’. 
Вычислеше А. Вычислене 1228. 
В = 38°50'48" 12а =2,40312 
(= 23°42' — 16504 *) —9,94812 — 10 
В+ (= 62°32'48" 628 = 2,45500 
А=117°27'19” | 


*) По $ 116 (теор. и слёдств.) имфемъь 6 =2А. ВВ. .зп В. 


**) Мнемоническое зам чаше: углы В и С прилежать къ сторон8 а. 
**) Такъ какъ уголь А тупой, то вмфсто зп А беремъ зп (180° — 4) 
т.-е. зп (В+ О). 
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Вычислене 6. Вычислеше с. 

с 1628 =2,45500 1228 = 2,45500 
__ 6 В =9,79743 —10 оЁ 12 зп С = 9,60417 — 10 

196=2,25243 ее = 2,05917 

$ = 178,825 в = 114,597 


Для площади найдемъ 5 = 9092,6. 


Замльчииие. Если требуется 6 и с выразить только съ по- 
а данныхъ, то надо въ полученныхь выше формулахъ за- 


ых У ‚чЧерозъ зп (ВО). 


1265. 2-й случай. Даны деъ стороны и уюль между ними 
(6, с, 44). 


Рьшене. Опредфлимъ сначала углы Ви О’по ихъ полусуммь 
и полуразности: 1) полусумму найдемъ, вычтя А изъ 180° и взявъ 
половину остатка; 2) для нахождевшя полуразности примфнимъ 
теорему тианленсовь (8 118); 3) зная полусумму и полуразноеть 
угловъ, находимъ и самые углы — чрезъ сложеше и вычитанше 
полученныхъ результатовъ. 


см будуть извфетны Ви С, то а опредфлится по формулВ 


а зп 4. Для 5 имфемъ въ $ 124: 9= т.п А. 


о, 
Числовой прим$ръ: 6=1123; се=2034; А=72°15'19". 


Вычислеше угловъ Ви С. 


С-В _180°—4 бВ о „СВ 
5 ар Е а 
А=172°15'19" с— 2034 | е—6=911 
180° — А = 107°44'41" Ь—= 1123 | +6 = 3157 
ЕН — №в(—9=2,95952 
в 2 1е (е- 1) = 3,49927 
ВН ен + 9,46025 — 10 
- чи — 1 во 13671 
0=175°26'34” 5 2 
В=32°18'8" ТЯ 


В 
ив ^=9,59696 —10 


(продолжен!е на слфд. стр.) 
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Ф=1123, с=2034, А=179915/19”; В=32918/8/] 


Вычислеше а = В. 8 А, Вычислеше $ =. А. <. 
5п В 2 
ет 160 = 3,05038 15 (6.50 4) =3,02921 ”) 
15 31.4 = 9,97883 —10 + №2 — 3.00732 
= 3,02991 69—°, 
_ в В = 9,72786 —10 | 85 = 6,03653 
16 а = 83,30135 5 = 1087750. 
— 2001,48 


/ 


Замъчене 1. Не лишнее будеть указать, что сложеше угловъ 
С, Ви А не можетъ служить повфркой вычислешя (точнЪе говоря, 


. С-В 
не можеть обнаружить ошибки въ опредфлени —5 а имонио: 


: С-В _ 180°— А 
углы Си В опредфлены подъ условемъ, что ры. та. 


поэтому сложене С, Ви А равносильно сложен 180° — Аи А, 
слЪдовательно всегда даеть 180°. 


За мльчане 2. Въ предыдущемь указанъ только способъ 
удобный для вычисленя. Если же требуется выразить искомыя 
величины съ помощью данныхт, то будемъ имфлть: 


Па=ий-е—24.с3А ($ 120); далфе, изъ пропорций 


0 в 1 а получимъ: 2) чз В Е 
А а А а Рвиь: х НР 


3 С с.31 А : Ех ы 

) С = д * ПРИ чемъ здЪеь а надо замфнить предыдущимъ вы- 
: : 1 

раженшемъ; 4) для 5 останется прежняя формула 5 —=560.81 4. 


127*. 3-й случай. Даны дать стороны и поль, противолежащай 
одной изь ниль (а, Ъ, А). 


Рюшенле. Изь пропорши т, получимъ 5п В Е. 
Е , 37 Е МЪ А ЕЕаиие 
вопори А а. у < Вр, 
съ помощью чего найдемъ утоль В; далЪе будемъ имЪфть: 
. : а @ 
С = 180° — (АВ е=——.50С0 и 5=—.50 0. 


*) Взято изъ вычисленя а. У 
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Обратимъ внимане на вычислеше угла В. ЗдЪеь мы должны 
опредБлить по синусу такой уголь, который принадлежитъ #осо- 
Узольному треугольнику и слдов. имфеть величину между 0 и 180°; 
& въ этихъ границахъ синусъ (не равный единицЪ) даеть два угла: 
острый и дополнительный тупой; поэтому возникаеть сомнЪне, 
будуть ли пригодны оба угла или только одинъ изъ НИХЪ, И ТОГДа, 
какой именно. Этоть вопросъ ршается уже сравненемь сторона, 
такъ какъ въ треугольникВ 7иуной уголь можеть быть только про- 
тивъ болыией стороны’). 


Въ виду сказаннаго будеть полезно сначала, изслБдоваль за- 
дачу по сравнительной величинЪ данныхъ сторонъ. 


Изелльдоване, 1. Случай а`>>Ь. При этомъ уголь А, какт. 
лежапий противъ большей изъ извЪетныхъ сторонъ, можетъ быть 
и острый и тупой. 

6.30 А 

п" 
6 <а, то и подавно 6. тА<а, а потому зп В < 1; сл$дов. 
задача возможна всегда”), и зп В доставить два угла. Но здЪеь 
уголь В должень быть только острый, такъ какъ онъ лежить про- 
тивъ стороны, которая не есть ббльшая. 


Разсмотримъ правую часть равенства зп В — Если 


П. Случай а < 5. Тогда уголь А долженъ быть острый, такъ 
какъ онъ лежитъ противъ стороны, которая менЪе другой. 


р. $п 4 


Обращаясь къ выражению зп В =—^ › замфтимь, чго 


[48 

если (> а, то В.зп А либо боле а, либо равно а, либо менЪе а, 
— ВЪ зависимости отъ угла А; поэтому разсмотримъ отдЪльно каж- 
дый случай. 


1) Въ предыдущихъ задачахъ мы не встрфчали подобнаго залруднен!я — 
вслфдотв!е того, что въ нихъ опредфляемый уголъ, по свойству самой фигуры, 
могъ быть только острый (таковы напримфръ: уголь Л въ $ 96, уголь 

В > : 
ры въ $ 126 ит. д.); исключешемъ служить лишь уголь 2? А въ $ 99, 
но и тамъ вопросъ былъ р5шенъ сравнешемъ одуить увловз. 

Теперь же намъ приходится принималь во внимаше не только углы, 
но и стороны. Этоть новый гарактерь извльдованя и представляеть суще- 
снвенную особенность разсматриваемаго случая. 

?) Т.-е. при всякомъ значени угла А. Ул 
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15.14 >а; тогда п В>1 (или 151 В > 0) и задача, 
невозможна. 


2) 6. А==а; тогда зп В==1 и треугольникъ оказывается 
прямоугольнымъ. 


3) 6.514 < а; тогда зп В< 1 и получатся два, угла. Въ на- 
отоящемъь случаЪ для треуюльника надо принять не 
только острый уголь, но и тупой, такъ какъ сторона 6 
болфе стороны а, а сторона с не можеть вмять на вы- 
боръ угла В, потому что сама опредфляется въ зависи- 
мости оть него. 


Итакъ въ углЪ В теперь равно возможны два, значеня: 
ф и 180°— $; соотвфтетвенно этому получимъ также по 
два значешя для О, си Б*). 


Для. наглядности, результаты произведеннаго изолЬдованя 
помфщаемъ въ ее таблицы '). 


а>ь 
т (А< 90° или ь.пА<а В < 90° 
А >> 90°) ЗА ь 
а<ь 1) 6.т4А>а Задача невозможна. 
П (А< 90°) 2) Ь.зпА=а В=90°. 
3) 6. п4<а В, =фи В, = 180°—ф 
а (два неравныхь 
треугольника). 


Теперь для случая 1взп В< 0 можно даль такое указаше: 
если уголь В лежить противъ меньшей ?) стороны, то надо взять 
только острый уголъ; если же уголь В лежить противъ большей 
стороны, то задача допускаетъ два, ршешя. 


*) Что С; не равно С, это очевидно. Для равенствъ с; = и 5: = 
требуется, чтобы зп О:=1 С», или С, | С,=180°, но этого нётъ (01-0, = 
180° —24). 

1) Въ „Прибавлешяхъ“ задача, изслЗдована, еще по сторон с. 

3) Изъ данныхъ. 
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128. Для сравнени съ таблицей $ 127 приводимъ еще соотвт- 
ствующя геометричесвя построеня !) 


а Искомый тре- 


угольникъесть. А ВО. 
[Треугольникъ САЕ 
и непригоденъ, потому 
Е ее 7 ы что не содержитъ 
данноло угла.] 


1) Задача 
невозможна. 


2) Искомый 
тр-къпрямоуголь- 
ный: АСР. 

3) Два тре- 
угольника: АСВ, 
и АСВ, (Д АБ,С 
= 180°— ОВ. В, 
= 180° — В,). 


Черт. 54. 


129*. Числовые примфры. Приводимъ по одному при- 
м$ру на каждый изъ разсмотр$нныхъ случаевъ, указывая соотвЪт- 
ствующе пункты изелдовашя одинаковой нумеращей этихъ 
пунктовъ и примфровъ. | 


Формулы, данныя въ намалЪ 8 127, мы для удобства вы- 
численя иногда будемъ измЪнять, а именно: при полномь ршени 
треугольника удобнЪе зп В и с вычислять по формуламъ: 


Ь ей 
п В = у; и с=2А.300(, гдЪ 28 = д. 


Переходимь теперь къ самымъ примфрамъ. 


1) Подробности мы опускаемъ, полагая, что учащемуся онф изв®стны 
изъ геометрии. 
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Ее И а . аб 
[29= за Е Е с=28.51 0; 5=%в0 | 
Г. Дано: а=1700; = 650; А=40°25’. 
Вычислене В. Вычислеше (. 
© 1еа=2,84510 С = 180° —77°25'53" — 
1551 4 = 9,81180 — 10 102°34’7” 


Е28— 3,03330 
_ №6=2,81291 
№28 —3,03330 


Вычислене с. 
те 1628 = 3,03330 
ыЕ | п (С =9,98947 — 10 
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Соотвфтотвенно двумъ значешямъ угла В получимъ далфе 


С, = В, — А= 31°2'48" 
ив. 81 С, = 4.12578 **) 


') 
0, =В,— А=88°57' 17” 
в, =2 А. зп С —=7,99867 


1 ар 


Я С: = 13,9977 5: — 5.81 0, = 7,22. 


130. 4-& случай. Даны три стороны (а, 6, ©). 


Рищенее. ПримЪняемъ формулы, выведенныя въ $ 128: 


В е. 
Ша, б-р ы бар С 
‚=Уь-9#-Э®-д:ь. 
Числовой прим ръ: а=215; $=500; с=427**), 


Вычисленше 1”. 


12 зп В = 9,77961 — 10 66=3,02977 
В=37°0'58". с = 1053,83 
Для площади получимь 5 = 229050. 
П, 1) Дано: а=30; $=57; А 49°, 


166 = 1,75587 
ри $1 4 = 9,82551 — 10 
1,58188 
16 а= 1,47712 
зп В = 0,1046; 


Вычислеше 
угла В. се 


задача невозможна. 


П, 2) Дано: а=72; $=—97; А=47°55'30”. 
156 —1,98677 
В : "вв 4=9,87056 —10 
ычислене Е | ‚85733 =. 


угла В. 
ва= 1,85738 


1езп В = 0,00000 


Если полученный 130 В есть точный, то В =90°; если же 
онъ только приближенный, то уголь В опредфлится границами 
89°44’ и 90°16’. 


П, 3) Дано: а=4; $=7; А=З0°. 
Вычислеше В. ‹ 
у 196 = 0,84510 Г 
1528 *) = 0,90309 
1531 В = 9,94201 — 10 


В,=61°2'43"; В,—=118°57/17” 
2 =4: вп 30° = 8, р у 
К а ь я = ———- 
^. Е р х = 
Пл У У 20 ®).. 
ое" С ) 
25 | , 7 7 А. 20 


а=215 
= 500 

с = 427 

2р— 1142. 
р=571 

Ро а 
Ю—6= 71 
р— с = 144 


Вычислене А. 
1 ]ех=1,90222 
1 (р-а) =2,551 45 2 


виа 9,35077 — 10 


А 

Е ес Э ! 
о 12°38'26 
А= 25°16'52” 


18 (р— а) = 2,55145 


-- 1 (р—) = 1,85126 


6 (р— с) =2,15836 
С р 

` ще — 2,75664 
3,30443 


«+= 1,90292 


Вычислене (“. 
6 т=1,90222 
№ ; (2-е) = 2,15886 — 


Вычислеше В. 
167=1,90222 
5 (6-5) = 1,85126 


вв 0,05096 | |2 шо, 74386 — 10 


я 


ав" —=29°0'25" 


В=96°45'25” | (=58°0'44” 


(окончаше на слЪд. стр.) 


*) Такъ какъ В, -- В, = 130°, то (С, =180°— В-—А=ВБ—Аи 


(С; =180° — В, —А=В,— А. 
**) Для повЪрки можеть 


служить равенство + (с, + с2) = 6.63 А 


[на черт. 54 видно, что + (АВ, -- АВ,) = = АП]. 
***) 'Треугольникъ возможенз, потому что бблыпая сторона, менЪе суммы 


двухъ другихъ. 


н. Рыбкинь, Прямолинейная триго 


= 


номегрии. 


ь 
х) 


_ 98 | —_ 99 


Такъ какъ углы А, Ви С найдены независимо одинъ отъ НЬноторые болфе сложные блучаи рёшеня косоугольныхъ тре- 
другого, то сложеше ихъ можеть служить повфркой вычисления. угольниновъ. 


131. Задача 1. Даны сторона, противолежащий уюль в от- 


При этомъ сумма иногда немного отличается отъ 180° — вслвд- 
ношенае двухь друижь сторонь (а, А, 6: с=т:"). 


стые того, что вычислее только приближенное: такъ въ нашемъ 
о 9 0! л// . . 

прим$р$ получимъ не 180°, а 180°0'4”. Ришене. Зная отношене неизвфстныхь сторонъ и уголь 

между ними, можно найти два друше угла: для этого положимъ 


Что касается площади, то она опредфлится по формуль 
$ = т и с=пх и примЪнимъ теорему тангенсовъ*). 


Ру А Опредфливь Ви 0, поступаемъ какъ въ 6 125. 
Пользуясь произведеннымь уже вычислешемъ, найдемъ 132. Задача 2. Опредълить флы треуюльника, если дано 
95=,(6,56107 -| 2,75664) = 4,65886; отсюда &=—45589. отношене высоть 1,1, :1,=8:4:5. 


. и) у [2 = $ 
Но если имфются готовые 16 р и 16” (какъ въ нашемъ вы- Рюшеше, Сперва найдонь отношеше еторовт. 


числени), то еще проще взять 9 =р.” (ем. $ 123); тогда, полу- Имъемъ: Е В — 25 и 28. слдов. 
чимъ 125 —2,75664 -- 1,90222 — 4.65886. т, т, 1, 
> и ры 
Замльчаине 1. При вычислении угловъ треугольника по тремъ Е т, ва 
сторонамь формулы $ 123 имфютъ то преимущество, что по нимъ отеюда зе га 20: 8 :12*). 


вычислене проще, чфмъ по другимъ формуламъ, и кромф того 
углы опредфляются съ большей степенью точности (чЪмъ напр. по 
синусу или косинусу). 


ВсЪ треугольники съ тзмь же отношешемъ сторонъ зодобны 
между собой, слБдов. имфютъ одинаковые углы; а потому для 
опредвленйя этихъ угловъ можно взять 40бой изъ такихъ тре- 
угольниковъ; для вычисленая проще веего взять тотъ изъ нихъ, гд$ 
числами 20, 15 и 12 выражаются самыя стороны треугольника. 
Сдзлавъ это и поступая, какъ показано въ $ 130, получимъ 


вообще неудобны/ для вычис А=94°56'24"; В= 48°91'; (=86°42'38". - 


—— 
133. Задача 3. Даны 0ва рла и сумма противо@жащим 


спюронь (А, В, а 6 =. 


Ришене. Сперва по теорем тангенсовъ опредВлимъ разность 
а— (или 6 —а), а затЪмь а и 6. ДалЪе какъ въ $ 125, 


ее. (= 21247’ 24". 
р Такъ же поступаемъ и въ случаЪ разностии сторонъ. 

Надо однако имфть въ виду, что/по косинусу ублы опредф- 

ляются уенфе точно: тёкъ, складывая А/В и С, получимь 180°0'12”. 134. Задача 4. Даны сторона, противолежаний уоль и сумма 
(Вычисфяя по тантенёамъ, мы нашли бы: двужь друтиль сторонь (а, А, В+ е=т). 9 ь ед ко. Л ла © 


/ и ЗН Ба р | &^> © \ 


= 120°,/ В = 38712'46° ] и (—=21°4712"*) *) При этомь = сократится, чВмъ будетъ ириюнометрически доказано, 
ы что углы В и С не зависять оть абсолютной длины сторонъ В и с (иначе: 
данныя 6: < =т: пи А достаточны для опредБлешя формы тр-ка). 
*) Значительная разница, при вычислени угла, О по косинусу и по тан- =) Треугольникь возможенз, такъ какъ большая сторона, мене суммы 
тенсу объясняется тёмъ, что сз С близко къ единиць (ср. замЪч. къ 6 96). двухъ другихъ. 
7* 
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Ришеще. 1-й способь. По 8 116 имфемь = —. 
а 5п А 


Преобразуемъ вторую часть этого равенства: 


В а АА о 
зп В-з0 _ 2 2 2 2 к 
а вк за оз за 
вы 2 
В—0*) 
Т бразомь ^^ — — а 
акимь образом —_ — <} отоюда о а о. 
5п 5 З ле 
С ЮО разекой — Ъ в. 
ъ помощью этог ства опредфлимь —; & зная 
кромЪ того = (= 190 —^} найдемъ В и 0. 
Далфе, зная о в _ и Бе, опредфлимь 6—с 


по теорем тангенсовъ, посл чего найдемъ В и с. 


2-й с10с0бь. На продолжени СА отложимь АБ АВ и 60- 


г или — 
ОВ зп ОДВ 


откуда зп (в 


Черт. 55. 


*) Это равенство известно подъ именемъ первой рормулыМолъвейде. КМ 


**) Сравнивая этоть результать съ полубеннымь въ 1-мъ способЪ, 
А — С. 
вИДИМЪ, ЧТО 5П (в+ з)=57 о —; Предлагаемъ учащемуся подтвердить 


это равенство инымъ путемъ. 


° также $$ 99, 102, 104 и 14 


101 
Опредфливь В-- 5 найдемъ В, затфмъ и С. Далфе 


поступаемъ такъ же, дакъ въ $ 125. 


ВС 
а При пеувомь способ%, опред$ляя —5— Ш ко- 


синус 
›> бо вЪ`акомь предпбложени йри\второмъ способ, находя 


: (в) 
и слБдов. отрицательному значентю угла в при первомъ 
©п0собЪ. 


Такимъ образомъ, строгф говоря, для искомыхъ элементовь 
получимъ два ряда значенй; Но не трудно показать, что эиреуюль- 
ники будуть равны (ср. рещеше той же задачи построевемъ, а 


135. Задача 5. Даны р противолежаший уголь и раз- 
ность двужь друиихь сторонь (а, А, вв =а). 


Ръшене. Задача’ рЪшается подобно предыдущей. При алгебраи- 


8 ЕЕ. ео 
ческомъ способЪ получимъ «> А. | пр 


‘> 


геометриче- 


скомъ способъ сы › ДВ ф= 90° 
ее по 
186. Задача 6. Даны сторона, прилежащий уоль и сум ма 
двухь друнижхь сторонь (а, В, 6-е =т). 


*) Напомнимь, что если данному косинусу соотвфтотвуетъ уголъ &, 
то ему же соотвфтствуеть уголъ — ©. 
**) Это есть такъ называемая вторая формула Мольвейде, 
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Имфемь т-а=Ь-+е-+а=2р и 


Ришенле. 1-й способь. 
т—а=Ь-е—а=2 (р— а). че перемножимь формулы 


У-—96@—9 „ с уе-95 
*); 
р (р— ©) 


$ 
>= р(р—5) 
В — ты 
получимь С 2—^ паи а. и 
неизвфстный 


съ помощью этого равенства можно опредЪфлить 
уголъ С, посл чего задача сведется къ $ 125. 


[2 способ». Данный уголь заключимъ между Данной стороной 
и суммой неизвфстныхь сторонъ; для этого прёдолжимь ВА и 


отложимь АД = АС. 


р 
А вр-+во 
И ВЬ— (ВОр-— ВОС) 
м | но =” -а, 
и } — ВСО=т-—а, 
р 
} (ВОр- ВО) = ав = *) 
ы } и ВОС= 2. 
| 
1 Т образомь  будемъ 
т-на Ве 
В Г, Г имЪть РА =— [97-3 > : 5 5 = 
Черт. 56 В (8) | 
— св т: 045 5. 


137. Задача 7. Даны сторона, прилежаший поль и разность 


двухь друиихь сторонь (а, С, вВ—в=а) 


Ризиенле. 1-й способ». Имфемь а а=а-ь—в=2(р— 6) 
(9 


и а а=а—6-с=2(р— 0). Раздъливь 8 на в 5 (бм 


предыдущую задачу), получимъ 


*) Указаще. Должно взять углы противъ неизвистныхь сторовъ 


*) См. 6$ 115 п. 2. 
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В _ а-+а. 
ИЛИ 85: во тех: 


и: % 5 - К 
2 р 6 
съ помощью этого равенства опредфлимъ неизвфстный уголь В 
2-й способь. Заключимъ данный уголь Между данной стороной 
и разностью неизвЪетныхъ сторонъ, для чефо отложимъь 4) = АБ. 
Точку Д [соединимь съ Б. 
тр-ка ОДВ получимъ 


Из 
а-- а {+ [(180°—$)+(В—9)] 
а—а в: [(180°—9—(В—$] 

: (180°—2Ф- В). 


В: 
` 42 =(180°— В) 


зомъ /будемъ имЪть 
А-В )} 

"5. $ 5 

: В. 

я  (*°—5) 85 


В 


р. 
Черт. 57. 
Замльчане. Если дано а, В, 
противъ болышей изъ неизвЪетных 
способу останется прежнее, а пр второму способу надо продол- 
жить АВ, отложить на получфнномь продолжени ВЕ =@4*) и 


— с =4, т.-е. если данъ уголь 
сторонъ, то рьшене по первому 


воспользоваться тр-комъ СВЕ 
138. Задача 8. Даны два узла и периметрь (А, В, 3) 


Риицеше. 1-й способ». Находимъ С = 180° — (А-- В). ДалЪе, 
по 8 116 имфемь 2р=2А (зп Ап В-- зп С) или, примфняя 
д ВС 
формулу ХХХ, 2р=28В.4 03 63 >, 63 отеюда 
А, „Вы © 
28=5. 365.56 365. 
Съ помощью этого выражен!я опредфлимъ стороны; напримфръ 
А Ве А Аа В 0 
а=2 Е. 0 4А=5365305 86 . 2515 685. = 51 5 365 805; 


*) Иначе: уголь смежный с5 даннымь надо заключить между данной. 


А 
5:85 = 


стороной и разностью неизвфетныхъ сторонъ 
А 
—1. 
2 


**) ПримЪняя соотношене $с 


по аналоги будемъ имфть для двухъ другихъ сторонъ: 


ы. В А О-В 
рр 5 865.86 и С =р8П 865 86. 
А. еще площадь. Имфемь 5=:.5п А; но по 


предыдущему {с Ви, 86° > - 6 5 — а _ —=2 3 а — 
слдовательно получимъ 


5=1'. 8 в 2 э 


2-й способь. На продолженяхъ сторо ы 40 отложимъ СЕ = а 


Г 
Черт. 58. } 
! 


и АР =с и соединимь точки ри Ё вь В; въ тр-кЪ ДВЕ сто- 


ее 
рона ДЕ=2у, Др= 5 и ДЕ = ры Проведя ОЕ-1 ВЕ, найдемъ 


д ВЕ С | : 
а= ЕЕ: вЕ=-—-: > (1); ВЕ опредфлится изъ тр-ка, ДВЕ, 
а в по а синусовъ ‚ВЕ: 2р=зп О: зп РВЕ; но 
Р=5, а за ОВЕ — в +В (5+ з)= 


В 
$5; такимъ 


а В 
образомъ ВЕ: 2 Р=81 5:85. = Отсюда опредфляемь ВЕ 
и подставляемъ въ равенство Нй Г 

Дале какъ въ первомъ сповоб$. 


8-й способь. Если требует произвести вычислене, то вы- 


годнфе пользоваться слёдующими формулами, полученными на 
основани 5 122: 


*) Пользуемся тфмъ, что зп а: 56 — ра. 


= @ 
2; 


139. Задача 9. Даны два фла и радёуеь вписаннаю крфа 
(А, В, *). 


Ришене. 1-й способъ.' Находимъ С = 180° — (А- В). Центръ 
б вписаннато круга соединимъ 

съ вершинами данныхьъ угловъ 

у и проведемь радуеъ въ точку 
касаня прилежащей къ нимъ 


стороны. 
Для опред$лешя этой сто- 


у а в роны удобно воспользоваться 

Черт. 59. двоякимь выраженемь площади 

новаго тр-ка; а именно площадь 

тр-ка АОБ выразимъ 1) съ помощью основаня и высоты и 
2) по формул5 ХХХУШ; получимъ 


ры с? 5п;А т: ВБ 
2 2? ‘в В) 
откуда с=г. 1+ (А+ 1, с_, _ 6830 
51+ 51+В 024 в 18 ЕВ} 
аи дас с р ВВ, 
зп зВ 1:0 311 А 1+0 


*) См. $ 136; сл5дующя дв формулы составимъ по аналоги. 
**) Предлагаемъ учащемуся вывести эту формулу также изъ трехъ 
только что указанныхъ. 
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ОпредЪлимъ. площадь тр-ка АВС: имъемъ б=1а6. 31 0; 
А, В С сс 
вы АЯ ет ив лома —= Е = ть 
но =” о (т о: 30 о’ @& п 0=25п 5 03 о; Такимъ 
Вы О 
— а ТЕ 5х = 
образомъ 9=7. 5 (т о [И о 
2-й способь. Если требуется произвести вым длене, то удобнфе 
иной пр!емъ. Пусть будуть д, у иг отр$зки сторонъ оть вер- 
шинъ А, Ви С до точекъ касанёя (см. черт. /52); тогда 


С 


А 
=. 08 у=. 04 — и ё г.в. 


Вычисливъ отдфльно %, уиг будёмъь имфть: а=у- 2, 
6=2-+2 и с=х фу. Площадь опредзлится по формулв 


Замъчане. Сравнивая выражещя 5 при томъ и другомъ 
способ, заключаемъ, что 


А Б С 
в и + 8 = 


Предлагаемъ учащемуся вывести это соотношене изь ра- 
венства А-- В-- О = 180°. 


140. Задача 10. Даны выота и узлы при основани (#, А, В). 


Рьшене. При пользованй чертежомъ, мы должны были бы 
отдльно разобраль два случая: 1) 7, внутри треугольника и 2) №, внЪ 
треугольника; удобнфе поэтому не дфлать чертежа, & воспользо- 
ваться формулами, общность которыхъ уже доказана. | 

Сначала опредфлимъ с изъ двоякаго выражен1я площади 
треугольника: 

6 с зтА.зтВ*) Е ь. 80 (А-В) 

_. — о‘ [Я— (м. 

2 ° 2 (А-В) ° 14.5308 

ДалЪе, каковы бы ни были углы А и В, имфемъ по $ 121 


Е. е 9 ; 2 № ей 
7, =а.з1В и #=6.31А; отсюда = Я С 


Площадь опредЪлится по формулВ 8=5 -й., 


- 


*) См. замфчане къ 6 124, 
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141. Задача 11. Даны двь стороны и площадь (Ь, с, 5). 
25 
Рюшене. Изъ формулы 9 =1%.зп.А слфдуеть А =. 


Задача невозможна, если 25 >> $6; уголь А прямой, если о) 
наконець, уголь А имфеть два значешя (.А.:=ф и А. = 180° — $), 
если 25<*) (сторона а не можеть ваять на выборъ угла А, 


потому что сама зависить отъ него). 
Опредфливь А, будемъ имть основной случай ($, с, 4). 
142. Задача 12. Даны площадь, сумма двухь сторонь и у10ль 
между ними (5, В се=т, 4). = | | 
Ришене. ИмЪемь 5 с= т, а изъ. формулы $ =166.5п А 


найдемъ и 25, такимъ `образомъ В и с равны корнямъ 
зп 


авненя 
- и —=0; 

зп. . 

т У т 28. 

РЬшивь это уравнеше получимъь = 5 = ЕР, 


2 
———==80 
поступая теперь, какъ показано въ $ 83, и полагая Я ф, 
приведемъ корни уравнен!я къ виду 
— .? =—т. п: $. 
о В 
Одинъ изъ этихъ корней принимаемъ за 6, а другой за с. 


Далфе будемъ имфть основной случай (5, с, 4). 


. Сторону а Иетрудно также выразить съ помощью ' 
данныхъ. Имфейъь а? = --/|с?—2.с3 Ау придавая ко второй 
части этого раденства разнофть 246—240, получимъ 


о 
— 2% (1 сзА) = 6-0)? не фе. 65? а’) ОАО 


9 / | 
е=т и 66==——, будем имфть въ окончатель- 
п } 


{ 
*) Предлагаемъ учащемуся иллюстрировать эту двойственность +е0- 
мепрически. 
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143. Задача 13. Даны высота, боковая сторона и противо- 
лежащий ей уюль (№, 6, В). 


Рьшене. По $ 121 имфемь #,=6.зп С, откуда зп С —%. 


Такъ какъ 1, <5*), то зп О<1 и представляется вопросъ, имфетъ ли 
в5 преуольникъ уголь С два значеня (фи 180°—$) или только 
одно изъ нихъ. Для этого обратимъ внимане еще на, стороны с 
и а: сторона с опредфлится независимо оть С (изъ уравнен1я 
й, =с.30 В) и потому имфеть вшяше на’ выборъ этого угла; а 
сторона а сама опредЪлится по нему 


ь Ь 
[зов А= ав (В+ 0) | 


слфдовательно вопросъ рЬшается только сравнешемъ сторонъ 


й : 
:(= в) и 6. Такимъ образомъ изсолфдоваше сходно съ ТЪмЪ, 


какое содержится въ $ 127. 


й о 
Пусть напр. ав 6+); тогда задача допускаетъ слфдующя 


два рЪшеня ***); 


ь 
^, 6, В Ч =Ф 4, —180°— (В--$) = тв -4 
‘0, в ВО, — 180° Ол, В а = ния 
| ая # 
Для площади получимь 8, = т ‚д. Ш В = “2 -й,. 


144. Задача, 14. Даны двь стороны и равнодьлящая угла 
между ними (5, с, 1). 


Рощене. Выразимъ, что площадь треугольника равна, суммЪ 
частей, на которыя дфлить ее прямая {; получимъ 
_ я 7: А 


*) Предполагаемъ что задача, возможна, и й, не равно 5, 
**) При этомъ необходимо В < 90°. 
**) Предлагаемъ учащемуся иллюстрироваль ихъ геометрически. 
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или 1[6.3п А = (6-- с)1.5п г Представивъ теперь полученное 


уравнене въ видЪ 


А А А 
0.281508 = (6-6) 1.15, 


найдемъ, что корни его суть 
4_ 6-91 


А 
1) п 5—0 И 2) = ру: 


Первый корень непригоденъ для задачи, а второй доставить 
отвфть, если только (6--с)1<2%*). 


Опредфливъ А, придемъ къ основному случаю (5, с, А). 


145. Задача 15. Даны основание, высота и узоль при вершиииь 


(6, №, В). х 
Ришене. Имфемь 1 =а.з10О и а=—^_. 3 4; 
зп В 
зп А. зп С й 
олБдов. =. вр, ОТбюдА вп А. зп 0 = т. зп В... (1); 


углы 4 и С связаны еще уравнешемь А--О=180°— В... (2); 
такимъ образомъ приходимъ къ р5шенйо тригонометрической системы 
уравненй. Замфтимъ, что 
2514.31 С=с$ (А — С) —е5 (АС) и сз (АО) =— В; 
слфдовательно 

251 А. зп (= 3 (А — С) + езВ. 


Съ помощью этого преобразованя и уравнен!я (1) получимъ 


- 2% 
с; (4—0) = тя зп В — сз В, 


той 
а полагая $ = Ф, приведемъ это равенство КЪ виду 
за (В — 
ва 
5пф 


Теперь, опредЪливъ сначала, ф, найдемъ зат6мъ А — (, поель 
чего будемъ имфть извфетными А — Си А- С. 


& аи будетъ непригодно для задачи. 
р) у р 
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Отороны а и с опредФлятся изъ уравненйй 
й, =а.1С и и =е. 31 А. 


Числовой примърь. Положимь 6=10, #=5 и В=25°. 
Тогда с ф = > —=1, слфдовательно ф = 45°. 
Поел$ этого будемъ имфть 


вп (25° — 45°) _ 81 (—20°) _ _ п 20° 
Ее —— 8145” ^^^ 3140 38 


Означимъ черезъ х табличный уголь, котораго косинусъ ра- 
о 


венъ ет тогда А — (= (180°— а). 


Вычисляя %, получимъ 61°4'26”; слБдовательно будемъ имть: 


во-первыхъ во-вторыхъ 
А— С =118°55'34" А— (=— 118°55'34" 
А 0=155° А 0 =155° 
А =. 136°57'47" А = 18°2713" 
(= 18°2'13" | (= 136°57'47". 


(При построении этому соотвфтетвуеть двоякое псложен!е иско- 
мой вершины на дугз, вифщающей данный уголъ). 


Треугольники получаются равные. 


О(БЪ ИЗМВРЕНТЯХЬ НА МВСТНОСТИ. 


ХТ. Изиврене лин и угловъ на земной поверх- 
ности. Простьйше угломфрные инструменты. 


146. Общее замфчане. При составления землем$рныхъ пла- 
новъ, & также и въ н$которыхъь другихъ случаяхъ, приходится 
опредфлять величину лин! и угловъ, назначаемыхъ на мьстноети. 
Эту величину находятъ или непосредственнымъь изм5ренемъ — 
оъ помощью особыхъ приборовъ, или же поесредствомъ вычиеле- 
шя — по тфмъ даннымъ, кашя получены уже ранЪе; въ посл днемъ 
случа требуется примфнен!е тригонометрии. 

Дать понят о томъ и другомъ способЪ и составляеть цфль 
предстоящаго изложевшя. 

‚ 147. Измфрене линй. Прямая лишя на мЪстности указы- 
вается какими-нибудь хорошо замфтными предметами, помфщен- 
ными на ея концахъ. Если длина измВряемой лишШи значительна, 
то ее надо сначала, провьиийть, т.-е. поставить рядъ 655!) по ея 
направлентю. 

Для непосредственнаго измфреня лин на мЪетности наиболве 
употребительны землемьърная цьть и л®рительная лента. 

ЦЪль дБлается изъ негибкой желфзной проволоки. Она имЪегъ 
длину 10 саж. и состоитъь изъ 100 прямыхъ звеньевъ, соединен- 
ныхъ промежуточными кольцами; разстояне между центрами двухъ 
посл$довалельныхь колецъ равно 0,1 саж.*), 


1) ВЪха — длинный колъ со значкомъ. 
*) Существують также цфпи, составленныя изъ 70 футовъ. 
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М%рительная лента изготовляется изъ тонкой стальной по- 
лосы. Она имфетъ длину также 10 саж. и размфчена на десятыя 
доли сажени. 

При пользовани цфпью ‘и мфрительной лентой длина лини 
выражается въ саженяхь и десятыхь доляхъ сажени. 

Не касаясь здЪсь практическихъь премовъ изм5реня, упомя- 
немъ еще о степени’ его точности. Принято считать, что ошибка 
при измфрени цфпью не превышаеть 1 саж. на 500 саж., а 
точность измреня стальной лентой вдвое болфе. Для большей 
надежносги результата, линйо измфряють не одинъ разъ, а н}- 
сколько разъ, и берутъ среднее ариеметическое изъ полученныхъ 
чиселъ. 

148. Изм5реше угловъ. Изм$реше угловь на мфотности бы- 
ваетъ двоякое: или 1) уголъ получаютъ зрафически, т.-е. между 
двумя ливями на бумаг, или же 2) опредъляютъ зрадусную вели- 
чину угла. 

Мы раземотримъ только второй способъ, какъ имфющ от- 
ношенше къ тригонометрии. 

149. Угломфрные инструменты. Инструменты, служаше для 
опредзленйя зрадусной величины утла, называются угломирными. 

Одни изъ нихь служать для опредЪлен!я угла, только въ гори- 
зонтальной плоскости, друМе же измряють уголъ и въ горизонталь- 
ной и въ вертикальной плоскости. (Углы въ наклонной плоскости 
опредляются обыкновенно съ помощью вычисленая). 

ПроетЬйние угломфрные инструменты суть буссоль и астро- 
лябая. 

150. Чтобы легче было понять ихъ устройство, укажемъ 
сначала, `составныя части угломльрнаго инструмента вообще. 

Главныя части суть лимбь и алидада. 

Лимбомь называется кругъ, раздфленный на градусы; при 
измфреюи угла лимбъ устанавливается въ плоскости этого угла, 
центромъ въ его вершин. | 

Алидадой называется линейка, которая вращается въ плос- 
кости лимба около его центра; при изм$рени угла она напра- 
вляется по его сторонЪ, — наводится на какой-либо предметъ на 
этой сторон$з. 

Для наведеня алидады, — для визирования, — къ ней придЪлы- 
ваются особые приборы, называемые визирными; простфйпий изъ 
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нихъ — дюттры. Они изображены отдЪльно на черт. 60; это двЪ 
пластинки съ прорфзами, прикрфиляемыя на концахъ алидады 
перпендикулярно къ ней. Одинъ доптръ имфетъ рядъ небольшихъ 
круглыхъ отверстй '), а въ другомь вырфзана широкая полоса, и 
въ серединЪ ея натянуть черный консюй во- 
лосъ. Центры круглыхъ отверсй и волосокъ 
должны находиться въ одной плоскости; она 
называется коллимацщйонной; эта, плоскость должна 
быть перпендикулярна къ плоскости лимба и 
и и проходить черезъ его центръ; ея пересчен!я 
Черт. 60. съ краями алидады отм$чаются на этихъ краяхъ 
особыми штрихами. 
При визировани на какую-либо точку ставять алидаду такъ, 
чтобы для глаза, смотрящаго въ дюптръ съ круглыми отверстями, 
точка была закрыта волоскомъ другого доптра. 

Угломфрный инструменть помфщается обыкновенно на раз- 
движномь треножник$; но между треножникомъ и инструментомъ 
вводится еще снарядъ, позволяющий склонять плоскость лимба 
такъ или иначе. ПростЬйшее изъ такихъ приспособлен есть бакса: 
это особаго рода сферичесые клещи, охватывающе шаръ, которымъ 
внизу оканчивается ось лимба; такимъ образомъ лимбъ можеть вра- 
щаться около оси, а самая ось мЪнять свое направлен!е. 

Для установки лимба въ горизонтальной плоскости служить 
уровень, & въ вертикальной плоскости — о77в7ьсь *). 

Для установки лимба центромь надъ вершиною измряемаго 
угла служить отвфеъ съ заостренной гирькой. 

Перейдемъ теперь къ раземотрЪнио буссоли и астроляби. 

151. Буссоль служить для измрешя горизонтальныть угловъ 
и основана на свойств маииипной стрълки принимать одно и то же 
опред$ленное положеше. 

Приборъ состоить изъ цилиндрической коробки, внутри кото- 
рой закрилено плоское градусное кольцо, а надъ нимъ, — на 
остр!В, — помбщена магнитная стрЪлка, служащая какъ бы его 


ооосбсо06о 


1) ВыЪосто нихъ дфлають также сплошной узкЙ прор3зъ. 

3) Если инструментъь имфетъ баксу, то лимбъ можеть держалься и 
въ наклонной плоскости; но такую установку приходится дЪлаль злазомиьрно, 
и потому ей почти не пользуются. 


Н. Рыбкипъ. Праямолинейная тригонометр/я. 8 
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даметромъ. Для визирован!я, придфлываютъ дюптры къ самой 
коробкВ, или же она утверждается на алидад$; коллимащонная 
плоскость д1оптровъ проводится черезъь маметръ кольца, при чемъ 
этоть Маметръ принимаютъ за нулевой. 

При повертыванм коробки около ея оси магнитная стр$лка 
сохраняеть свое направлеше, а градуеныя дЪленя кольца одно 
за другимъ проходятъ подъ стрФлкой. 

Измфрене буссолью сводится къ слБдующему: поставивъ 
инструменть въ вершинф угла, визируютъ по его сторон и за- 
мфчають, противь какого дфленя кольца приходится сЪверный 
конецъ стрЪлки; то же самое повторяютъ для второй стороны угла; 
по этимь двумъ наблюденямъ и опредфляють уголь!). 

Наибольшая точность измфреня угловъ буссолью — до 15'. 

152. Астролябя состоитъь изъ лимба, алидады и двухъ паръ 
доптровь (см. черт. 61). Два 
дюптра прикрфплены къ лимбу 
на концахъ его нулевого даметра; 
они называются неподвижными. 
Другче‘ два помфщаются на кон- 
цахъ алидады и называются 7ю0- 
движными; при нихъ находятся 
вернъеры. 

Лимбъ дфлится на градусы 
и даже полуградусы; верньеры 
показываютъ 5’. Коллимащонная 


проходитъ черезъ нулевой Чаметръ 
лимба; коллимащонная плоскость 
ь ЧН подвижныхъ ‚ длоптровъ — черезъ 

нули обоихь верньеровъ. 
Для орентированя линй относительно странъ овфта къ астро- 


лябши просоединяется еще магнитная стрЪлка. 
153. Чтобы измфрить горизонтальный уголь (илй проекцо 


угла на горизонтальную плоскость), сначала устанавливаютъ лимбъ 
горизонтально, центромь надъ вершиной угла; затЪмъ, сохраняя 


1) При этомъ способ склонеше магнитной стрФлки не оказываетъ 
вшяня, если только оно одинаково при обоихъ визировашяхъ. 


плоскость неподвижныхъ д10 птровъ 
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торизонтальность лимба, повертываютъ его около центра, пока сквозь 
неподвижные дюптры не увидятъ какой-нибудь предмотъ, находящ ся 
на, одной изъ сторонъ угла; не измёняя теперь. положешя лимба, 
<тавять подвижные доптры по направлено другой стороны угла; 
наконець дЪлають отечеть по дугВ лимба между дюптрами. 


Точноеть измБрешя горизонтальнаго угла, — около 5’. 


154. Чтобы измфрить уголь между прямой лишей АВ и 
горизонтальной плоскостью (уголь нанлоненя прямой лин). 
устанавливаютъ лимбъ въ 
вертикальной плоскости, 
проходящей черезъ дан- 
ную линйо, такъ, чтобы его 
центръ находился на, дан- 
ной линш; затфмъ, удер- 
живая лимбъ въ той же 
плоскости, повертываютъ 
его около центра до 
тЪхъ поръ, пока даметръ 
90° — 270° не станетъ по 
отв$су;  коллимашонная 
плоскость неподвижныхъ 
дюптровъ будетъ тогда 
горизонтальна; теперь, 
не изм$няя положешя 
лимба, направляютъ али- 
даду по линш АВ и 
отечитываютъ дугу между 
длоптрами. 

Точность этого из- 
мфрешя не болфе какъ 
до 15'*). 


155. Для болфе точнаго визированя на отдаленные предметы 1!) 


= 
и 


Черт. 62 (къ $ 155). 


*) Меньшая точность измфрешя въ случа вертикальнаго угла, объ- 
ясняется менфе точной установкой инструмента. 


1) Сквозь доптры ихъ почти нельзя видфть — по недостатку свфта. 
8* 
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дюптры замфняются зрительной трубой"), а для угловъ на- 
клоненя присоединяется особый вертивалькый нругз; точность. 
отечитываня въ этомъ случа доводится (съ помощью верньеровъ} 
до 1’. Одна изъ такихъ усовершенствованныхъ астроляб]Й изобра= 
жена на черт. 62; для большей устойчивости, она помфщается не 
на баксЪ, а на подъемныхъ винтахъ. 

156, Въ случаяхъ, требующихъ 060бой точности измфреня; 
пользуются теодолитюомь. 

Теодолить отличается отъ астроляби главнымъ образомъ. 
большей плавностью движен!я частей и большей устойчивостью. 

Въ лучшихъ теодолитахъ точность отсчитываня доходить до 10” 
(лимбъ раздфленъ на шестыя доли градуса, а на верньерахъ дуга 
°въ 59 д5ленй лимба раздЪлена на 60 равныхъ частей). 


1) Чтобы можно было визироваль на точку предмета, внутри этой 
трубы устраивается сътка изъ паутинныхъ нитей, на которую и прини- 
мають дъйствительное изображеше предмета. 


хп. Приложенйе прямолинейной тригонометрии 
къ производетву измёренй на мЪетности. 


157. Общее замфчане. Мы разсмотримъ здфеь только про- 
стьйиия примфненя тригонометруи, а именно: 1) опредфлеше не- 
приступныхь*) разстоянй, 2) опредБлеше высотъ и 3) составлеше 
тр1ангулящи. При этомъ мы ограничимся только случаемъ такой 
мфетности, которая можеть считалься горизонтальной плоскостью 
или по крайней мфрЪ позволяеть проводить по нЪ»которымъ на- 
правлен1ямъ горизонтальныя лини. 

Непосредственное измБрене миий на мФетности предета- 
вляеть двоякую трудность: 1) затрулнителенъ самый процессъ из- 
мБреня и 2) если взятая линя не есть прямая, или если она, не 
горизонтальна, то приходится дЪфлать разнаго рода поправочныя 
измфреня и вычислешя. Узлы же измфряются и легче, и несрав- 
ненно точнфе. Поэтому стараются измфреве лин замфнить, на- 
сколько возможно, измБрешемъ угловъ; лини же опредЪляють 
преимущественно посредствомъь вычислемя. Большею частно даже 
ограничиваются изм5ренемъ только одной лини; ее называютъ 
тогда базисомь). 

Слфланныя замБчан!я необходимо имфть въ виду при рёшени 
названныхъь выше задачъ, въ которымъ мы теперь и переходимъ. 

158. Опредълене неприступныхъ разстоянй. ЗдЪсь могутъ быть 
три случая: 1) обЪ конечныя точки доступны; 2) доступна только 
одна изъ конечныхъ точекъ и 3) обЪ конечныя точки недоступны. 

Разсмотримь каждый случай. Точки, между которыми опре- 
дЪляется разстояне, означимъ черезъ Аи В. 


*) Т.-е. не допускающихъ непосредственно измфреня. 
1) Слово базись означаетъ основашще. 
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1-й случай. Точки А и В доступны. Рьшенуе. а) Если 
точки А и В не видны одна изъ другой, то выбирають такую: 
Ро = в ТОЧКУ С, изъ которой были бы видны 

Е тБ двЪ, и измфряютъь уголь АСВ и 
лини СА и ОВ; по этимъ даннымъ. 
вычиеляютъ разстояше АВ*). 

Ь) Если же точки А и В видны 
одна изъ другой, то измфряють лин 

с АО и углы Аи С; этихъ данныхъ до- 

Черт. 63. статочно для вычисленя АВ **). 

2-й случай. Точка А доступна, а точка В недоступна (т.-е. 

наблюдатель имфетъ возможность подойти къ точкЪ А, а отъ точки: 
В отдБленъ какимъ-либо препятстьемъ). 
А РЪфшен1е. Взявъ точку 
\ С такъ, чтобы изъ нея были 
видны А и ВБ, измфряють углы 
Аи Си базисъ АС. Линю АВ 
тогда нетрудно вычислить, такъ 
какъ въ тр-кВ АВС будуть из- 
вЪъетны сторона и два угла. 


Черт. 64. 
3-й случай. Точки А и В недоступны. Ръшен1е. Выбравъ. 


въ доступной м$фетности точки (0 
и Д такъ, чтобы изъ нихъ были 
видны А и В, измЪряють базисъ 
СТ и углы а, В, тиб. Изъ двухъ 
треугольниковъ, содержащихъ ОД, 
вычисляють ОА и СВ; уголь между 
этими лишями равень «— В; та- 
кимъ образомъ можно будеть вы- 
Черт. 65. числить АВ изъ тр-ка АСВ. 


*) Съ цфлью иовърки принято искомыя лиши вычислять двумя раз- 
личными способами: такъ въ настоящемъ случа, вычисливь углы Аи В 


($ 126), можно сторону с найти по формул8 == . п Си по формул 
ь у 
с —= эВ .5п С. 


**) Для большей точности измёряють также и уголь В и сумму 
угловъ сравнивають съ 180°: если окажется разница, то ее разлагалотъ по- 
ровну на всЪ три угла. 
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Можно также начать вычислене съ линй ДА и ОВ, заклю- 
чающихъ уголь у—6, и опредьлить АВ изь треугольника АДВ. 
Этоть второй способъ послужить для перваго повфркой, которая 
особенно полезна въ настоящемъ случа — вь виду сложности 
вычислешя. 

159. Опредблене высоты. Разберемъ главные случаи этой 
задачи. 

1-й случай. Основаще!) достутно. Положимъ напримЪръ, 
что измфряемая высота есть АВ (черт. 66), при чемъ точка В 

доступна. 

С Р5шен1е. Изъ точки В проводять 
\ | на мЪетности какую-нибудь зоризонталь- 
Х ную линшю ВС*) и измфряють ея длику; 
.. положимъ, что эта длина есть а. 
\ ПослЪ этого надъ точкой С’ ставятъ 
\ астролябо съ вертикальнымъ  лимбомъ 
у такь, чтобы центръ лимба Г) быль надь 
самой точкой С, и опредфляють уюль 
наклонейя лини ДА — способомъ, объ- 
ясненнымъ въ $ 154; пусть будеть этоть 
уголь равенъ ©. 

Изм5ряють еще — по отв$су — раз- 
стояше ДС; положимъ, что получилось 
РО =. 


Зная а, в и 6, будемъ имфть для вычислевя высоты 
АВ=АЕ- ЕВ =ава- 5. 
2-й случай. Основане недоступно. Пусть на черт. 67 высота 


АВ представляеть примфръ такого случая. Предположимъ еще, 
что окружающая мЪ$етность горизонтальна. 


РЪшен!е. Выбирають на местности какую-нибудь доста- 
точно удаленную точку С. Помфщаютъ надъ этой точкой астро- 


Черт. 66, 


1) Т.-е. проекщя вершины на ту горизонтальную плоскость, отъ ко- 


торой считается высота. 
*) Случай, когда м$стность не допускаеть такой лини, мы не будемъ, 


разсматриваль. 


120 


лябю и, поставивъ лимбъ вертикально, измфряють уголь на- 
клонешя лини ЕА*). Затвмь, не измфняя положешя лимба, 
съ помощью неподвижныхъ 
доптровь назначають на 
мЪстности какую-нибудь ли- 
ню СР по направленю 
плоскости лимба, а слЪдова- 
тельно въ одной плоскости 
съ АВ. Эту линшо изм$- 
ряють какъ базисъ. Нако- 
нець переносятъ въ точку О 
астролябю и, поставивъ ее 
на той же высот, какъ въ 
точкЪ С, опредфляютъ уголь 
Черт. 61. наклоненя лини РА. 

Послф сдфланныхъ измренй нетрудно вычислить АВ; пусть 
напримфръ получилось: ОД = а, Ер= ЕС =, ХАЕС—=а и 
2 АРС —=В. Тогда АВ=АС-- ВС = АЕ. 308 5; а изъ тре- 


угольника АЕ найдемь АЁ = вы .5п а; такимъ образомъ 


а. пя. зп В 
ет В, 5. 

160. Тр/ангулящя. Производя съемку м5етности, можно по- 
ступить такимъ образомъ: снять во всей подробности какой-либо 
небольшой участокъ, отъ него перейти къ смежному, отъ этого 
къ третьему и т. д., пока не снимемъ всю назначенную мЪФетность; 
она будеть при этомъ возникать на планЪ послБдовательно, не- 
большими и сполна отдфланными участками. 

Но такой способъ неудобенъ, если снимаемое пространство 
значительно: при яосльдовательной съемкЪ погрЪшности въ измфре- 
мяхь и вычислени накопляются и тЪмъ боле, чЁмъ далфе ухо- 
димъ оть основного участка. Поэтому въ такихъ случаяхъ съемку 
дБлаютъ не послдовательно, а переходя оть общейо къ част- 
ному, т.-е. сначала по всей мЪетности опредфляють возможно 
точнфе положене немнозихь основныхь точекъ!) и уже съ ними 


*) Черезь Е означенъ центръ лимба. 
1) Наиболфе выгодныхъ для съемки. 
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связывають разработку подробностей: тогда, ошибки одного участка 
могуть и не вщять на другой, если ихъ исходные пункты 
различны. 

Пусть 4, В, ..., @, Н суть змавныя точки мветности, т.-е. 
точки, служащщя основашемь съемки. Соединивь ихъ напримръ 
такъ, какъ показано на черт. 68, 
получимъ сть треугольниковъ'); 
м [Е] она называется иуланулящей”). 

Чтобы опред$лить. взаимное по- 
С ложеше этихъ точекъ, измф- 

ряютъ вез углы сфти и одну 

изъ сторонъ, напримфръ АС. 

Тогда сначала рЬшаютъ тре- 

угольникъ, содержащй базисъ, 
Е отъ этого треугольника пере- 
ходять кь смежному и т. д.3); 
получеше одной и той же сто- 
роны изъ двухъ треугольниковъ (напр. стороны АС изъ тр-ковъ 
АВС и АГС) служить повфркой вычисления. 

Изъ сказаннаго ясно, что погрфшность въ изм5рени базиса 
отражается на всемъ послфдующемъ вычислени; поэтому онъ дол- 
женъ быть измфренъ со всей возможной точностью. Углы измфряють 
также при помощи очень точныхь инструментовъ (теодолитовъ). 

Когда составлена уже трангуляшя, то чтобы опред$лить 
положен е какой-либо новой точки, напримфръ М, надо ее связаль 
съ однимъ изъ звеньевъь тр!ангулящи, напр. измфрить углы МАЕ 
и МЕА. Лини МА и МЕ вь свою очередь могуть служить бази- 
сами для съемки още болфе мелкихъ подробностей; ит. д. 

‹ 


В 


Черт. 68. 


1) Стороны такихъ треугольниковъ иногда, содержатъ по нфекольку 


версть. 
2) Назване „тр!ангулящя“ иногда, прилагается и къ самому способу 


съемки. 
3) Рьшая треугольникъ каждый разъ по сторон$ и тремъ угламъ. 


ПРИБАВЛЕНИЯ. 


Кь $ 6. Обычное дфлене окружности на 360° и т, д. полу- 
чило свое начало еще въ древности. Число 360 было выбрано, 
можеть быть, потому, что оно очень удобно въ практическомъ 
отношенш, такъ какъ имфетъ 22 дЪфлителя. 

Въ конц ХУШ столбия, во Франщи, при введенши ме- 
трической системы мфръ предложено было также и десятичное 
дфлеше окружности, по которому окружность содержить четыреета 
градусовъ, градусъ — сто минутъ и минута — ото секундъ!); но это 
новое дфлеше вскорЪ же было оставлено. Тфмъ не менфе оно не- 
рфдко вотрфчается теперь на зеодезическиль?) инструментахъ, и 
принято за границей многими геодезистами, какъ болфе удобное 
для вычислений. 

Къ $$ 26 и 25. ИзмЪненя тригонометрическихь функщЙ о 
отдьльнымь четвертямь можно прослфдить еще иначе, а именно 
съ помощью формулъ $ 32. Покажемь этоть способъ, а кромЪ того 
дадимъ и болфе строг выводъ тфхъ предъловь, которые считаются 
значенями функшй. для концовъ четверти. 

Г. Изм5неня синус® и косинуса разсмотримъ такъ же, какъ 
и раньше, т.-е. по чертежу, — который, между прочимъ, легко 
удерживается и въ памяти. 

Что касается, въ частности, значей 0, —1 и 1, то для 
нихъ докажемъ слБдующее: если подвижной радёусь неопредъленно 


1) Вь новой систем для градуса принять знакъ 9, минута, и секунда, 
обозначаются попрежнему (такъ пишуть 13740/35/”). 

2) Геодезая (практическая геометр!я) занимается различными изм ре- 
шями на земной поверхности. 
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приближается къ славному даметру, то ею проекщя на этоть 
Фаметрь иметь предьломь радуеь, а проекщёя на друлой злавный 
Фаметрь неопредъленно уменьшается. 

Дъйствительно: 1) Такъ какъ хорда ВЕ менфе дуги ВА, Е, 
то лишя ОС, равная ВЛ, мензе 
дуги ВА, и потому также не- 
опредЪленно уменьшима. 2) Изъ 
треугольника ОВЛ находимъ, что 
ОВ— Ор ВЛ и сл6довательно 
ОВ—Ор<ВА,; если же ВА, 
неопредЪленно уменьшается, то 
длина ОВ есть пред лъ длины ОД. 

П. Освоившись съ изм$не- 
шями синуса и косинуса, легко 

Черт. 69. уже относительно  остальныхъ 
функщй соображать по ихъ за- 
висимости оть первыхъ двухъ. Приведемъ примфры. 


0 [| А 


1) Укажемъь ходъ тангенса во П четверти. — Имфемъ 
пя : 
{0% = т Заключая по измВнешямъ числителя и знаменателя объ 


измфнеши самой дроби, найдемъ, во-первыхъ, что во П четверти 
тангенсъ отрицателенъ, потому что синусъ и косинусъ здЪеь имВють 
разные знаки 1); во-вторыхъ, по абсолютной величинЪ синусъ умень- 
шается, косинусъ увеличивается, слфдовательно тангенсъ умень- 
шается. Для концовъ П четверти получимъ 

и и 180° — 81 180° 
8—0 > 10° 


2) Укажемъ еще ходъ секанса въ Ш четверти. — ИмЪемъ 


5 90° = Е 


1 
ат Такъ какъ въ Ш четверти 3х отрицателенъ, то 


и $6“ отрицателенъ; по абсолютной величин 0$ уменьшается, 


1) Замфтимъ, что это разсуждене о знакахъ имъетъ только мнемони- 

ческое значеше, такъ какъ мы обращались уже къ чертежу при самомъ 
50 & 
вывод$ формулы 12а ==—^. 
дв формулы ва=, 

*) Истинный смыслъ этой условной записи долженъ быть ясенъ уча- 


щемуся изъ $ 26. Зам тимъ, что здфсь необходимо уже различать +0 и —0. 
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слфдов. вси увеличивается. Для концовь Ш четверти получимъ 
1 1 1 1 
ыы, М бы . 
86 18 о 1 и 36270 087708 = — 0 со 
3) Подобнымъ же. образомь для с4е180° ‘найдемъ: а) если 
уголь 180° относится ко П четверти, то © 180° = и =— ©; 


Ъ) ебли же уголь 180° относится къ Ш четверти, то 645 180° = 
—1 
о, 

Такъ же поступаемъ и въ остальных случаяхъ. 


Къ $ 29. Одинановыя фазы вз жобзъь перфодической функц. 
Въ ходЪ перюдической функщи полезно отмётить особымъ назва- 
Немъ тБ значешя, которыя не только равны сами, но и вопро- 
вождаютея соотвфтетвенно равными предыдущими и послфдующими. 
Они называются одинаковыми фазами '). Такъ, напримЪръ, въ ходё 
синуса при 30° и 750° получаются одинаковыя фазы; а 30° и 
150° хотя и дають равныя значеня синуса, но это уже не будуть 
одинаковыя фазы °). 


Пользуясь новымъ понятемь, можно перюду дать такое 
опред$лене: пер0д% есть разстояще по врлументу между ближай- 
шими одинаковыми фазами. 


Къ $$ 33 и 34. Другое доказательство. Пользуясь черте- 
жами $ 14, будемъ разсматривать всЪ четверти вмЪет$. 


а) Въ какой бы четверти ни была точка В, изъ треуголь- 
ника ОБО находимъь ВС? -|- ОС? = ОВ, откуда 


Вс" 0Ст. 0 ВС\? 261 
вв шв (1)+(т)-1 


ВС 
Замфтимъ теперь, что —р воть абсолютная величина зп; 


вс ВС 
но будеть ли зпа равенъ —в ИИ —-ь, въ томь и другомъ 


1) Слово фаза означаетъ собственно явлеше. 
2) Во П четверти синусъ принимаетъ тф же значеня, что и въ [ чет- 
верти, но порядокъ ихъ обратный. 


ры У 


В 
образомъ для каждой четверти имфемъ $1 и 08° & =1. 
6) Во вобхъ четвертяхь Л ОЁЕАсо ОВС: слБдовательно 
АЕ ВС АЕ ВС|0С 
од —00° "та од-ТЕГЕ 
Посл5дшя три отношеня служатъ абсомотными величинами для 
{8 х, паи 059; чтобы перейти на самыя функщи, требуются еще 
сопровождающе знаки!); но въ каждой четверти они таковы, что 


ихь можно приписать без» нарушешя равенства: это ясно изъ 


п % 


таблицы знаковъ въ $ 27. Такимьъ образомъ вбегда РЕ 


ВС} 0С\ р 
случа = | — 310? @; точно такъ же всегда, в) —= 634. Такимъ 


05 & 
6) ТБмъ же способомъ докажемъ, что а — па" 
9) Въ каждой четверти Л ОЕА с ОВС и слБловательно 


ОЕ ОВ ОЕ _ОВ| 00 ой 00. . 


а и. 


Од Ор О-В в о 


. ОЕ 0 
Отношеня —>— и —> служать абсомотными величинами 


В В 
для 56% и 034; но такъ какъ 56 и са вездЪ имютъ одинаковые 
знаки (см. $ 27), то произведеше ихъ абсолютныхъ величинъ равно 
произведению самихъ функщй. Такимъ образомъ всегда 36%. с5%=1. 


е) ТБмъ же премомъ докажемь и формулу ©3с&.зпа =1. 


Нъь $88 32 и 35. Изь 8 22 видно, что если извЪетна одна 
какая-либо тригонометрическая функщя, то возможно построить 
подвижной радусъ, а слБдовалельно и найти остальныя пять 
функшй. Но для того, чтобы изъ шести количествъь одно можно 
было назначать произвольно, а остальныя опредЪлялись бы по 
нему, эти шесть количествь должны быть связаны между собой 
пятью различными уравнешями. Такимъ образомъ между тригоно- 
метрическими функщями одного и того же угла существуеть вза- 
имная зависимость, которая сводится къ пяти самостоятельнымъ 
уравненямъ. 


1) Такъ, для П четверти, чтобы перейти на вх, зпх и са, надо 


Бе оО 500 
ИМЪТЬ: ОА’ у?) И р’ 
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Уравнешя $ 32 соотвфтетвуютъ сказанному выше: дфйстви- 
тельно, мы имфемь пять уравненй, и они независимы между 
60бой, потому что каждое слфдующее содержитъь функщю, какой 
нфть въ предыдущихъ. 


Къ $$ 47 и 48. СлБдующее соображене не только даеть 
соотношеше знаковъ, но и объясняеть его яроисхождене. 


Обратимъ внимаше на то, что распред$лене!) знаковъ 
синуса есть повернутое на + 90° (влЬво на 90°) распредфлеше 
знаковъ косинуса, какъ показываеть приложенный чертежъ (для 
наглядности, область от- 
рицательныхь — значенй 
затушевана). Отсюда слЪ- 
дуетъ, что зп («-| 90°) и 
©5& имфютьъ одинаковые 
знаки, а с3(х-- 90°) 
имфеть знакъ одинаковый 
съ 51 (*.-- 180°) и сл$дов. 
обратный съ 8па. 

Изъ сказаннаго слБдуеть еще, что $1 (и-- 270°) и сз (&«-—-180°) 
имфють одинаковые знаки, а потому зп (я-- 270°) и езх имфють 
противоположные знаки; такъ же найдемъ, что 3 (х-- 270°) иметь 
знакъ одинаковый съ зп (х + 360°), а слфдов. и съ зпя. 


Черт. 70. 


Кь $ 55. Тонятме объ обратньеь нруговыжь фунниёяжь. 
Дуга, соотвфтствующая данному синусу, очевидно, зависить отъ 
того числа, которое сдфлано значешемъ синуса, — есть функшя 
этого числа. То же самое можно сказать и въ случа косинуса, 
тангенса и т. д. Отсюда возникаеть поняте объ обрепныхь кру- 
аовижь?) функшяхъ. 


1) По четвертямъ круга. 

2) Синусъ, косинусъ и т. д. называются еще круювыми функщями, 
такъ какъ связаны со свойствами круга. Это назваше употребляется пре- 
имущественно въ 6ыс1ией малематикЪ, и тамъ аргументомъ круговой функщи 
служить не уголъ, а выражене дуги въ частяхъ радуса, разсматриваемое 
притомъ не какъ мфра, угла, а какъ отвлеченное алгебраическое количество, 

Съ этой новой точки зрёня мы и будемъ говорить далфе объ обрал- 
ныхъ круговыхъ функщяхъ. 


„\ 
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Соотвтетвенно прямымъ круговымъ функщямъ, онф имфють 
слфдующёя назвая и обозначеня: 


арксинусъ| арккосинусъ | арктангенсъ |арккотангенсъ|арксекансъ арккосекансъ 


атс5П агсс5 атс атс атс5с 2гссС3С | 


Такъ, можно написать у = атс х; здфсь у есть функщя, 
1 аргументь, атс знакъ зависимости у оть х (которая состоитъ 
въ томъ, что для получешя у надо х принять за тангенсъ и найти 
соотвфтетвующую дугу). Подобный же смысль имфеть равенство 


агсзп > = = 0,52860; ит. д. 

Изъ $ 53 слБдуеть, что обратныя круговыя функщи суть 
мнозозначныя 1). Во избЪжаве обивчивости, обозначешями атсзп, 
асс и т. д. пользуются обыкновенно только тогда, когда имфють 
вЪ виду одно ироспиыйиее значене обратной функщи, т.-е. нам- 
меньшее по абсолютной величинф, а если такихъ значенй два), 
то положительное ‘изъ нихъ (при этомъ услови атсзпх, ато 2, 


т т 
861 2 и агсс8е 2 содержалея между {5 и —-› а атсс8х и 


агсзс д между 0 и т); такъ будемъ имФть: 


И 21—^; ит 
из (—5)=—$ атоез (— 5) = 3%, атс 1 — 1; .Д. 


' { цастныхь случаяхъ выводъ формулъ. 
ъ 4. 65 чаатныхь слу вывел форнуть 


для зп (& В) и с3(*=8) можно сдфлать нагляднЪе и, кром 
того, безъ теорем о рЬшенши треугольника, а исходя лишь изъ 
основныхь понят тригонометрия. Помфщаемъ здфеь примфръ 


такого вывода. 


1) Функщя называется многозначной, если одному и тому же значеню 
аргумента соотвзтствуеть н7ьсколько значей функци. Примзромъ такой 
функщи въ алгебрф можетъ служить корень. 

?) Какъ въ случа агссзх и атсзс т. 
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Пусть будуть а и В положительные углы, въ сумм собта- 
вляюще менфе 90°, и пусть « болфе, чёмъ В. Въ тригонометри- 
ческомъ кругБ отложимъ уголь а 
и оть его конца въ об стороны 
уголъ равный В (черт. 71). Зат$мъ 
построимъ тригонометричесвя ли- 
ни, соотвфтотвующя синусу и 
косинусу угловъ х, В*), х-- Ви 
а — В: для этого проведемъ хорду 
СТ**) и опустимъ перпендикуляры 
на линю О изъ точекь С, В 


0 Г. КЕ нА и О. Проведемъ еще три вспомо- 
зательныя лини: 
Зав ЕК 1 ОА, ЕЁ ОА и РМ| ОА. 
Теперь будемъ имфть: 
СЕ ОЕ 
з (&+В=-ъ, 8 (=, 
РН ОН 


Но СЕ=ГЕ-+-СТ=ЕК-+-ОТ, ОЕ=ОК—ЕК=оОК-—ЕГ, 
ВН=МК=ЕК—ЕМ=ЕК—ОГ, ОН=оОКк+КН=окК-+ОМ 


= ОК- ЕГ. 
Такимъ образомъ 
ЕК, ОГ ОК, ЕГ 
=== —— == (2). 
зп (* + В) = г. Е т (1) и (2-Е В) `В в ( ) 


Линш ЕК, СГ, ОК и ЕГ, суть катеты тр-ковь ОЕК и ОЕТ, 


которые я0добны треугольнику ОВС ***). Изъ этого подобя 


слфдуеть 
ЕК _ОК _ ОЕ СЬ _ Е _ СБ. 
ва 06 0Вв о& Ва ов 


*) Начальнымь ратусомъ угла В служить ОВ. 
**) Тогда получимь СЕ ОВ. 
*") Тр-ки ОЕК и ОВС имють общ уголь х; въ тр-кв ОЕГ 
уголь СЁ = АОВ=х по соотвфтственной перпендикулярности сторонъ, 
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Раздфливъ здЪсь каждую линШ на А, получимъ 


ЕК ОК 
В '14=-р : 35 =038:1 (3) 
ОГ, 


Е 
Пр: ва И па влВ 1 (4) 


Отсюда найдемъ 


ЕК 

изъ (3) —в =91%. 638, —в = 684. 038 
СТ, , 

изъ (4) —р =8%. 518, В па. п. 


Подставляя эти выраженя въ равенства (1) и (2), будемъ 
иМЪтТь 
8п (х = В) = зпа. сз В - са. зп 8 


8 (2 + В) =сза. с3 В -- па. 51 В. 


Замъчане. СдЪланный нами”вх овмстный для 


а -- Виа — В. При отдьльномь разборЪ, для случая суммы въ чер- 
тежф 71 будуть лишними линш ОД, РЕ, ОН и ОМ; но для слу- 
чая разности слБдуеть сохранить тоть же чертежь и тБ же пере- 
ходы въ лишяхъ, такъ какъ для составленя функц угла В его 
надо будеть построить, какъ положительный, влЪво отъ его на- 
чальнаго радуса ОБВ*). 


Къ $ 71. Полезно еще замЪтить, что всль тригонометричесвя 
функщи какого угодно угла выражаются ращонально!) черезъ 
таненсь половины этого угла. Для доказательства достаточно раз- 
смотрфть зпа и сз, потому что остальныя функци выражаются 
черезъ эти двЪЗ рашюонально. 


& & 
1) Вь равенств5 зпа=2 зп 5685 раздёлимь и умножимъ 


“ 
вторую часть на 685 и примфнимь формулы П, ТУ и УП; по- 
лучимъ 


*) Уголь ВОР съ тригонометрической точки зрёнйя есть — В, 
1) Т.-е. безъь помощи извлеченя корня. 


Н, Рыбкииъ, Прямолинейная тригонометр!я, 9 
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па 2щ5. 695 = 


- [ о 
2) Въ равенствЪ 3% == с8* > — 80? 5 раздфлимъ и умножимъ 


© 
вторую часть на 63° 5 и примБнимь т же формулы; получимъ 


7 


а о а 
ва (1 5 -] 5 (1 6 5:50 5 г 


Къ $ 72. Доказательство двойныь знановь в формула 
ХР, ХЛ, ХХ. Прежде всего пояснимъ, почему доказательство 


дЪйствительно требуется. Возьмемъ для примфра 85. На первый 


взглядъ двойственность знака можетъ казаться очевидной, потому 
что тангенсомь способно быть и положительное и отрицательное 
число, и ни съ какимъ опредфленнымъ угломъ онъ здфсь не свя- 
занъ. Но не надо забывать, что хотя уголь & и не извЪотенъ, но 


предполагается извЪстнымъ с8а, а мы не вправф рфшать зарантю, 
* 


: & 
что со всякимъ значешемъ 6$ % совмьстны оба знака для 5 


*) Для наглядности замвтимъ, что съ такимъ же правомъ можно бы 
предположить, что оба знака для 85 совифстны и со всякимъ значешемъ 
ЗП 2; & в: тВиъ этого нфть: при данномъ зп х возможенъ только один 


знакъ для 85 “, & именно одинаковый съ зпх (какъ видно изъ сравнешя 


| 
формулъ пит. 85 и вУ=85 и: 08 8. 


Если, наприм$ръ, вши то опредфляя 85 по формулБ ХХ, 
Е 


будемъ им$ть: 1) а |ем. $ 36, примёръ 1] и залЪмъ 


2) и*=-У (=: (=) 5): Е 


[тоть же результатъ можно получить изъ уравнейя зп = 2 Ты 5: 1-- =), 


выведеннаго въ прибавлеши къ $ 7]]. 
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Переходимъ къ самому доказательству. 
Если данъ сз, & значешя х ничЪмъ не ограничены, то 


: 5, @ . 
опредфлене функшЙ „ равносильно. ихъ опред$леню для всьхь 


значешЙ а, допускаемыхь даннымъ значешемъ косинуса. Пусть 
будетъ изъ нихъ 2 наименьшее положительное; тогда на, основант 
$ 56 п. 2 будемъь имёть «== --360°.и, и слБдовательно 


а==5-180°. в. 


Посмотримъ, въ какихь точкахъ оканчиваются дуги этого 
КЯ 
ряда. Для = получаются двф точки на концахъ хорды парал- 
лельной вертикальному даметру, слБдов. въ двухъ смежныхъ 
“ 
четвертяхъ; для =; получимъ: при № четномъ т же точки, что и 
раньше, а при # нечетномъ дламетрально противоположныя имъ. 


х 
Такимъ образомъ концы дугъ > суть четыре точки, распред$лен- 


ныя по 66%м четвертямъ; сл6довательно, находя функщи этихъ 
дутъ, мы встрётимъ каждую Ффункцио какъ съ положительнымъ 
значенемъ, такъ и съ отрицательнымъ. 

Итакъ, если дано значеше косинуса и требуется опредЪлить 
значене одной изъ функшй подъ единственнымь условемъ, что 
вторая дуга составляетъ половину первой дуги, то задача, допускаеть 
два рЪшенйя \). 

Къ $ 73. Формулы (а) и (Ъ) $ 73 можно получить также изъ 
формулы ХХ. Покажемъ, почему при этомъ пропадаютъ =Е, стоящие 
передъ У.... 

1) Умножимь въ формулБ ХХ чиелителя и знаменателя под- 
коренной дроби на 1-- 05%; получимъ 


р 1 — с3* а $1? 
Рае = ет 


[2 
1) Если опредфлять отдьльно зп >» 85 и © 55’ то получаются 08а 


р»шеня; если же опредфлять и0дборз двухъ изъ этихъ функц или всфхъ 
трехъ, то получаются четыре рзшешя. 
9“ 
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$07 @ 
НЯТЬ ут 
Но было бы ошибочно всегда замЪ (1-Е ва)? 


черезъ ВЯ, что видно изъ слфдующаго: черезъ У... 06бо- 


[2 
1-3 
значенъ холожительный корень (см. прим$ч. къ форм. ХХ), между 


тёмь какь 51” можеть имфть не только положительное, но 
1-3 а 

и отрицательное значене *); въ послфднемъь случа положитель- 
: 51 

нымъ значешемъ будетъ Ее: 


Созласовать знаки можно при помощи слБлующаго сообра- 


81 х 
жешя: значене дроби 1-+ свя положительно или отрицательно 
р 8х 


. 3) - 

въ зависимости оть зп а, такъ какь 1 5% всегда положительно 3); 
а и 

но зпх имфоть тоть же знакъ, какъ и 5, что видно изъ раз- 


@& [2 & &. %&. 
ложешй Пи =251 585 и $2 5=815:685; ТВВИМЪ 


1 


: $1 а & а 
бразомъ значешя ———— и 1 #0 знаку одинаковы. 
еь 1-5 ыр 


9 м" . 
Поэтому, когда мы беремъ в==-И. .., То должны при 


— па & у 
ть У...=- >; а когда беремь в-=—У..., 
этомь взять У ету р 
я па 
то при этомъ полагаемь У... = — т НЯ 


Въ обоихъ случаяхъ окончательно будемъ имфть 
9 па 
9—1 —- 34 
2) Для получешя формулы (5) умножимъ подъ корнемъ чис- 
лителя и знаменателя на 1 — 050; а вопросъ о знакахъ рЪшается 
такъ же, какъ и въ первомъ случаЪ. 


2) Въ зависимости оть &. 
3) Т.-е, хотя бы ©5х былъ и отрицателенъ. 
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Къ $5 ЭТ и 92. Въ составъ треугольника входятъ три сто- 
роны и три угла; но изъ этихъ шести элементовъ достаточно 
имфть три (исключая случай трехъ угловъ), чтобы можно было 
построить треугольникь и слфдов. получить остальные три эле- 
мента. Если же ихъ можно получить построешемъ, то возможно 
и вычислить; а для этого должно существовать столько различ- 
ныхъ уравнен!й, сколько элементовъ остаются неизвфетными, т.-е. 
три уравнешя. Итакъ, зависимость между сторонами и углами тре- 
угольника, сводится къ фемь различнымь соотношенямъ. сли 
соотношенй получено болЪе трехъ, то нфкоторыя изъ нихъ будуть 
уже слюдетвями другихъ. 

Въ прямоугольномь треугольник основными соотношенями 
можно считать, напримфръ, слБдующя: 

А-- В = 90°, м -- = и а=с. мА, 

Остальныя легко получить какъ ихъ слфдотве. 


Къ $5 115 и 117—120. Въ предыдущемъ 1) было уже объ- 
яснено, что между углами и сторонами треугольника, возможны 
только три независимыхъь соотношеня. 

Въ косоугольномъ треугольникЪ такими соотношенями можно 
считать, наприм$ръ, слёдуюция: 

а _ зп А а _ А 


А-- В+ С=180° (1), ТЕ, № = о 


Остальныя формулы можно вывести изъ этихъ трехъ. 
Для примфра выведемъ равенство а? = $? 2 — 2%. 3 А. 
Прежде всего, на основанш пропорщй (2) и (3), выразимъ 
а, би с съ помощью общаго множителя, полагая 
=.304, 6=Д.0В и с=А. м0. 
Теперь получимь 4? —={?.31?А; но изъ рав. (1) сл$дуеть, 
что зп А =51(В--0С); послЬ этого будемъ имфть: 
а? = 30? (В- 0) =#? (зп В сз С-- с; Взп С) 
= 7 51° В 53° 0-4? 8 В зп? О 242 зп Взп О с8В сз 
= вп" В (1 — вп? С) 12 50? 0 (1 — 80° В) -{- 2% зп Взп С сзВс3 С 
= 31° В-- 1 50° С — 21 31? В зп О 217 зп В зп С сз В сз 0 
=? 502 В-- № 51° С-|- 24 50 В зп С (сз В сз — п Вза С) 
= 50° В-- 1 зп" 0-2 51 Взп Оз (В-+- С). 


) См. прибавл, къ $5 91 и 92. 
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Но по условю #.зпВ=6 и в.зпО==с, а по рав. (1) 
сз (В-- 0) =— 034. Такимъ образомъ, послф замфны, получимъ 


= - с" — 24% . 63 А. 


Къ $ 126. Для ховърки вычислешя, предложеннаго въ $ 126, 
можно воспользоваться отношешемъ суммы или разности данныхъ 
сторонъ къ третьей сторон; а именно съ помощью $ 116 нетрудно 
получить слфдующя двЪ формулы: 


— В А 0—-Вв А* 
с: 9:05 и (—В:а=—5—: 85 ). 


Примфнимъ, напримфръ, первую изъ нихъ; [6 (5) и ва 
возьмемъ готовыми изъ имфющагося рьшешя, а 1563: ((— В) 
и Юз+А, или 16683 (С-- В), найдемъ вновь; повфрочное 
вычисленше будеть таково: 

_ 18-5) — 3,49927 12 03+ ((— В) =9,96847 — 10 


1ва= 3,30135 — вв: (0-Е В) =9,17055 —10 
0,19792 019 


Замъчанще. Мы получили полное совпадене результатовъ, но 
на это не всегда можно разечитывать, велдетве того, что логарио- 
мическое вычислеше не есть точное; можно во всякомъ случа 
требоваль, чтобы результаты были достииточно близки между собою 
(см. также прибавл. къ $ 129). 


Къ $ 127. Иаслльдоване задачи но сторон о. Опред$лимъ 
сторону с съ помощью данных» — изъ уравненя 


а = -- 6 — 205. 634. 
Представивъ это уравнене въ видъ 
с — 2663 А. в — (4 — 6) =0, 
найдемъ в. А ИЙ. А @®-— 8) 
или в=6.68.А = Уз— В. в13А. 
ИзслВдуемъ первое выражен с при а >Ьи при а 5. 


*) Он извфетны подъ именемъ формуль Молъвейде (см. также 88 134. 
и 135). 


] 
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1. Пусть а>8. Если а>ь 10 @“—@>>0; слФдов. подъ 
корнемъ сумма положительныхь чиселъ, и потому значешя с дЪй 
ствительны. Изъ положительности 4” — 6? слздуеть также, что 
абсолютная величина корня боле абсолютной величины Ь. 5 А; 
поэтому, взявь + У..., мы получимъ положительное с, хотя бы 
$.с8.А было и отрицательно !); наоборотъ, взявъ —У..., полу- 
чимъ отрицательное с, хотя бы 6.63. было положительно. 

Итакъ, при а>>6 задача вседа возможна и допускаетъ одно 
рЪшенге. 

П. Пусть а<6. Въ этомъь случа а? —62< 0; для дЬй- 
ствительности с требуется, чтобы 6? с8?А-|- (@* — 6) =0 или, 
иначе, а? — 6? зп? А 0, откуда а=9.з1А*). Положимъ, что 
это услоше выполнено, и сравнимь по абсолютной величинЪ 
5.34 и |... Е 4—й<0, тю МовА- (а — 1) 
< Ь в5*А; слБдовалельно абсолютная величина корня мене абсо- 
лютной величины 6.554. 

Поэтому, если 6.8 отрицательно, т.-е. если уголь А 
тупой, то оба значешя с будуть отрицательны; такимъ образомъ 
при А`>90° задача невозможна. 

Предположимъ теперь, что А < 90° и сл$довательно Ь. 5 А 
положительно; тогда, если а>6.30.4А, то © имфеть два значеня, 
и они оба положительны; если же а=6.514А, то получается 
одно рёшене, также положительное, 

Итакъ, въ елучав а<Ь имфемъ: 

1) задача невозможна при а<®.зтА ицпи 4>90°; 

2) если А< 90° и кром$ того а—=6.з0А, то задача до- 
пускаеть два рфшеня при а>6.з1А и одно р5шевше при 
а=ь.з0 А. 


Къ $ 129. Выполнимь ту ”0вюрку, которая указана въ при- 
мЪчани къ примЪру П, 3. 

Имъемь с, =7,99867 и с.=4,12573; слфдовательно 
+ (с <) = 6,06220; а вычиеляя ь.с8А, получимь 6.084 = 
6,06214. Такимъ образомъ оказалось несовпаденше на 0,00006, 
которое объясняется неточностью логариемическаго вычисленя. 


1) При Л тупомъ. . 
*) Такъ какъ а и 9зп А положительны, то можно по неравенству 
ихъ квадраловъ заключить о такомъ же неравенствв первыхъ степеней. 


01° т 


Изъ чертежа 54 видно также, что 4 И с, можно вычислить 
еще по слБдующимъ формуламъ: 


4—6. 03.4 а. с8В, и 64 —6. 034 —а. 03 В,. 


Вычисливъ для этого отдЪльно 5. 3А и а. 63В,, полу- 
ЧИМЪ затфмъ. 


© — 7.99864 и (,-=4,12564, 


значеня, которыя немного отличаются оть найденныхь ранфе. 
Эти примфры, между прочимъ, показывають, что въ ирибли- 


